ZADANIE 1.

82 Ncp;sc:._ MACISZOWE J'UILJ'?GnLt;
wehu. Gc.l-.c ) C*f’?‘"CII"?c - E
j@f mQozliwe méiﬁgﬁﬂu é-‘ oW _|
AT B. r\fa.-u SOWGE ;r-r‘r? 74 Org Jrgam 3

w::;jgcr} AN
Danes” §.a, £, jF_);s:iJ k]
k¢=5»{1 ,)"iL: SG:)

. \/ﬁﬁ/yu——.f_* Wanaii. _ :

Dia prypodku Kx = o ngpisac. rownonle ruchl @ pedac

1.1. Dobér wspolrzednych uogdlnionych

Analizowany uklad ma dwa dynamiczne stopnie swobody, ktore wynikaja z prostej relacji
(dla uktadéw o sztywnych tarczach)

d=3t-e=3*3-7=2

Wspbtrzedne uogdlnione przyjeto analogicznie jak w przypadku schematéw kinematycznych
wykorzystywanych przy metodzie przemieszczen
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Kierunki wiezi elementarnych dotaczonych do uktadu wyjsciowego (nr 11 2) odpowiadaja
wspotrzednym uogdlnionym
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1.2. Plany przemieszczen jednostkowych

Pierwszy stan jednostkowy
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1.3. Wyznaczenie macierzy bezwladnosci
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Transformacja wspolrzednych uogolnionych na lokalne
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Na podstawie plandw przemieszczen ustalono wspotczynniki transformacji

Diagonala mas
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1.4. Wyznaczenie macierzy tlumienia

Z plandw przemieszczen wynika, ze na kierunku wiezi thumiacej tylko w pierwszym stanie
jednostkowym jest niezerowe przemieszczenie rowne doktadnie q;, stad
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1.5. Wyznaczenie macierzy sztywnosci
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Transformacja wspolrzednych uogolnionych na lokalne

Na podstawie plandéw przemieszczen ustalono wspotczynniki transformacji

i 2

Diagonala wiezi sprezystych
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Macierz sztywno$ci
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1.6. Wyznaczenie wektora wzbudzania

Transformacja wspolrzednych uogolnionych na lokalne

A U1

B ka
“ o e
L a L a L a L
7 7 71 |

Na podstawie plandw przemieszczen ustalono wspotczynniki transformacji
U ||~ 1 0faq
u,| [-1 0],

Wektor sktadowych sit wzbudzajacych

o {Fo COS(pt)}

| F,sin(pt)

Praca sil wzbudzajacych

PP
F(t)= Al -P(t)

Ft)- {—1 O] {FO cos( pt)} B {— F, cos(pt)— F, sin( pt)}

F,sin(pt)| 0
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1.7. Macierzowe réwnanie ruchu

Stad
366667pa* -05pa’|[4], € ollg L[ Bk =Bk — F, cos(pt)— F, sin(pt)
—O,5pa2 2p3.2 d, (2) 0 d, _SkA 6kA a, 0

1.8. Rozwigzanie zagadnienia wlasnego

Réwnanie drgan wiasnych

3,66667pa> -05pa’| 4, s Sk, -9k, || q, _5
—05paZ 2pa® ||G,| |[-5k, 6k, ||d,
Roéwnanie zagadnienia wlasnego

det(B*K - 21)=0

w=A1
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Stad czesto$ci wlasne wynosza odpowiednio
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Wektory wlasne

366667pa’ —-05pa?| | 5k, -5k, )
~-0,5pa’ 2pa’ -5k, 6k, pa? 1 -2,23529 255776

[ k, | 0863644 -0,988235|) k, |255776 0,988235
pa’|-2,23529 255776 _pa2 2,23529 0,863644

. 10
W, =
0,8739

366667pa> —05pa’| | 5k, -5k, k, [1 0] k, [-255776 -0,988235
—05pa’  2pa’ | |-5k, 6k pa’|0 1| pa?|-223529 —0,863644

) d_{ K, {—2,55776 —0,988235D K, [—0,863644 0,988235}

} -0,195179

k, |1 0 k, | 0,863644 —0,988235
_pa2

}— 3,61659

A

,oa2 -2,23529 -0,863644 - pa2 2,23529 - 2,55776
. 0,3864
W2 =
-1,0
Pierwsza forma wlasna
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Druga forma wtasna
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1.9. Réwnanie ruchu ukladu w przypadku ko = o

W przypadku ky = oo druga wspolrzgdna uogdlniona nie ma racji bytu, a ukltad staje si¢
uktadem o jednym dynamicznym stopniu swobody, ktorego drgania opisuje wspdirzedna q;
(pierwszy plan przemieszczen).

Roéwnanie ruchu przybiera postaé

3,66667pa’ 4, +gql 15k, q, = —F, cos(pt)— F, sin(pt)

w:1/k72 #:1,16775 kAZ
m 3,66667pa pa
C
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Jk*@  +/5k, *3,66667pa’ Jk pa?

ol

27



ZADANIE 2.

82 Roz DLEGC rcwnarrta rechu, Roz :mz.- o
zod zggodmenie whasne . Naryss ~

_.nag ¢ T_f,ﬂF_rf..{_!rf"fE?unG. ’ Nu.‘DrSGC reivnd —

nig rchu™ w_bazie ;npr:h"r:"ctnuz:h Ll

_ghiwnych. Oaner m, [ Ej=censt EA=con

2.1. Przyjecie wspélrzednej uogolnionej
Analizowany uktad ma dwa dynamiczne stopnie swobody. Wspoétrzedne uogélnione przyjeto

jako pionowe przemieszczenia mas skupionych (rys. ponizej).

F(t)

mé 2m

EJ = const.
6ka 0: 02 KA

2.2. Wyznaczenie macierzy podatnosci

Uktad wyjs$ciowy jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny zatem w prosty sposdb mozna
wyznaczy¢ jeden ze sktadnikow réwnania ruchu za pomocg metody sit.

QiL Qil/ ®

6ka EJ = const. T X3
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Stan jednostkowy Q; =1 [-]

Q=1[]
M1
v _
0,333L
0,667L
Stan jednostkowy Q; =1 [-]
M2 Q2=1[]

0,333L
0,667L

Stan jednostkowy X =1 [-]

0,667L
Ma 0,333L

X3=11-]

Macierz podatno$ci ukladu w bazie poszerzonej

nz) 1)

_1 (1*L*gL*E*ELJ+L(£*2L*—L*—*—L + -
2 3 3 3 EJ\2 3 3 3 18EJ 81EJ
L3

L +i E*L*EL*E*EL
EJl2 3 3 3

Lj+(§j*@j oL

18EJ  162EJ
L3

H
7\
H
>(.
—
*
N
>(.
wN
*
Wl

—L* 2
3 3 2° 2 '3 3

L(Z Ilparliadi 2

29



T N I e
EJ(2 3 3 3 EJ\2

3- 303
1)
n Y 3
b EL*(—ELj+4*1L*(—£LJ+EL*(—ELj PR VAR VA
6EJ\ 3 3 2 2 ) 3 3 18EJ 162EJ
L3
e
3
522=i(1*L*EL*E*ELJ+L(£*2L*EL*E*ELJ+ 3 3 = 3L
EJ\2 3 3 3 EJ\2 333 18EJ  162EJ
L3
5 1)
1(1 2 .2,.( 2 1(1 2. .2.( 2 3 3
Oy =0gp = ——| =XL*ZL*Sx| S| | |4 | S*2L*SL*2x| L | |4 2 2 o
2o EJ[Z 3 3[3)} EJ[Z 3 3(3)) 18EJ
LS
S
162EJ
G
1(1 2 V. 2.( 2 1(1 2 V. 2. 2 3 3
Sy = ——| Z*L*|—ZL|*Z*| - T e ] W el I L et Ry I
33EJ(2 (3)3(3))5}(2 ( )3(3)) 18EJ
L3
P S v
35%_3 162EJ

76 65 65 |

162 162 162

’| 65 73 13

EJ| 162 162 162
65 73 127

| 162 162 162 |

O«

Redukcija macierzy podatnosci z bazy poszerzonej do minimalnej

D = Dyq — Doy - Djt - Dyq
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2.3. Wyznaczenie macierzy bezwladnos$ci

Energia kinetyczna sformutowana w bazie dwoch wspotrzednych uogédlnionych ma postac

1. - L1po qby by{(d| 1 . e . .
Ek :_qTB q :_[Q1 d, H o .l :_(b11*q12 +b12*q1*Q2 +b21*q2*q1+b22*q22)
2 2 b,, b, ) 2

. b11 b12 . , .
gdzie B = b b — macierz bezwtadnosci
21 22

W niniejszym przyktadzie

1, o L
Ek=§(m*qf+0*ql*q2+0*q2 d, +2m*q?2)
stad

m 0
B=
{O Zm}

2.4. Wyznaczenie wektora wzbudzania

Praca sit wzbudzajacych sformutowana w bazie dwoch wspotrzgdnych uogdlnionych ma
postac

L_—T__ Fl _ * *
=q'F =[q, qz{F}—Fl q, +F,*q,
2

— | F
gdzie F = L:l} — wektor wzbudzania

2

W niniejszym przyktadzie

L =g, QZ{F%J =0*q, + F(t)*q,

stad

2.5. Rownanie ruchu ukladu

Roéwnanie ruchu uktadu zapisano zgodnie z metoda sit

D-B*G+0=D-F
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stad
L_3 0,26378 0,170604 o 1 0|, q1 N a, =L_3 0,26378 0,170604 *F(t 0
EJ|0,170604 0,191601 0 2] 1|4, q,| EJ|0,170604 0,191601 1

2.6. Rozwiazanie zagadnienia wlasnego

Formutujgc rownanie ruchu uktadu za pomoca metody sit uzyskuje si¢ rownanie drgan
wlasnych w postaci

D-B-q+g=0

Zaktadajac rozwiazanie harmoniczne ({ =-@’q) otrzymamy

(-D-B-w?+1)g=0
Powyzsze réwnanie posiada nietrywialne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

det(D B-o?- I) =0 — jest to rownanie zagadnienia wlasnego

Dalej wykonujac odpowiednie przeksztalcenia otrzymamy

3
detl ™S prpx_w2.1]=0
EJ

det(D*'B*_ZLLE}. Ij :0

EJ

O)Z'm'

pomigdzy warto$ciami wlasnymi a cz¢sto$ciami wlasnymi

EJ
0= l—7F
A-m-L°

Przyjmujac , ze A= (gdzie A sa wartosciami wlasnymi) otrzymamy relacje

L3

Zatem
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. _ [ 026378 0.170604
0.170604 0.191601

[o2)

DéB* = 0.26378 0.170604) (1 0) ( 026378 0.341208
0.170604 0.191601 /) \ 0 2 0.170604 0.383202

v gy = (020578 0341208) (1 0) (0263783 0341208
0.170604 0.383202 01 0.170604  0.383202 — 1

- 2
det(D*B* - Al) = = 4.2869573928-10 2_ 0.646982-A + A

0.288276 —»  0.369592
0.184796  0.383202 — A

Z powyzszego rownania kwadratowego uzyskuje si¢ warto§ci wtasne

Al = 0.5720405 A2 = 0.0749415

a na ich podstawie czestosci wlasne uktadu

wl=1,3222 B w2 = 3,6529 B

m L3 m L3

Nastepnie wyznacza si¢ wektory wiasne, ktére uporzadkowane kolejno tworza macierz
wiasng

e pierwszy wektor wlasny

0.26378 0.341208 10 —0.3082605 0.341208
D*B* - AlX = — 0.5720405 =
0.170604 0.383202 01 0.170604 —0.1888385

g —0.3082605 0.341208 —0.1888385 —0.341208
a -
: 0.170604 —0.1888385 —0.170604 —0.3082605

1
wl =
(0.9034j
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e drugi wektor wlasny

0.26378 0.341208 10 0.1888385 0.341208
D*B* - 22X = — 0.0749415 =
0.170604 0.383202 01 0.170604 0.3082605

g 0.1888385 0.341208
al
: 0.170604 0.3082605

1
w2 =
(—O.SSSJ

0.3082605 -0.341208
—0.170604 0.1888385

e macierz wlasna
1 1
W =
0.9034 -0.5534

Pierwsza forma wlasna

0.9034

Druga forma wilasna

m, L T}

2.7. Réwnanie ruchu w bazie wspoétrzednych gléwnych

Aby przejs¢ do bazy wspotrzednych glownych zastosujemy metode transformacji wtasne;,
wykorzystujac znang macierz wlasna.

Zaldzmy postac rozwigzania

gdzie: y - wektor wspotrzednych gléwnych (rozseparowanych, co wynika z ortogonalno$ci
drgan wlasnych)

Wowczas réwnanie ruchu zapisane bezposrednio (zgodnie z metodg przemieszczen)
przybierze postaé
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BW-Y+K-W-y=F

przy czym nie zmieniamy bazy @ a zatem prawdziwa jest relacja
D-K=1I

Nastepnie pomnézmy rownanie ruchu lewostronnie przez macierz wlasng transponowang
W' - BW-y+WT - K-W-y=W'.F

z ortogonalnos$ci wektoro6w wiasnych wynika, ze macierzowe rownanie ruchu zapisane w

bazie wspotrzgdnych glownych bedzie stanowi¢ uktad réwnan rézniczkowych
rozseparowanych, czyli

bj-y+ikj-y=f

w niniejszym przyktadzie

1 0.9034 m 0 1 1 2.6323-m 0
WT*B*W = : . =
1 -05534/\ 0 2m/\ 0.9034 -0.5534 0 1.6125-m

-1

3 3 EJ E.J
L L B EJ
0263781 01706042 8.938787 S 7.959211 >
E.J E.J L L
K=DbM= 3 3 - E-J E-J
L L _ =) EJ
0170604 = 01916015 7.959211 - 12.306164 S
E-J E.J L L
E. E.
803878752 7050011 52 46015 E 0
1 09034 13 13 1 1 13
WTHW =1 o534 ) E-J £J |\ 09034 —05534 ) J
e ~7.959211.—~ 12.306164-— ' e 0 21,5168 E-—
L3 L3 L3

(1 0.9034 j ( 0 j ( 0.9034-F(t) j

WTHF = : =

1 -05534 ) \ F(t) ~0.5534-F(t)

Stad posta¢ rownania ruchu w bazie wspotrzednych gléwnych jest nastepujaca

26323 0 y,| EJ[46015 0 Ty, 0,93034
m * . + 3 = F(t
0 16125| |y,| L®| 0 215168]y, ~0,5534
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ZADANIE 3.
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Analizowany uktad jest ciggtym uktadem dynamicznym, ktéry ma nieskonczenie wiele stopni
swobody. Jednak za pomocg metody aproksymacyjnej (w zadaniu podano funkcje
aproksymacyjng) mozliwe jest wyznaczenie przyblizonej wartosci pierwszej czestosci
wlasne;j.

Schemat dynamiczny z przyjeta wspotrzednag uogoélniong przedstawiono ponizej

§ u

v EJ=const.

3.1. Wyznaczenie czesto$ci drgan wlasnych

Funkcj¢ aproksymujaca przyjmuje warto$¢ jednostkowa w punkcie X = 0, zatem wspotrzedna
uogodlniong przyjeto w zamocowaniu Sztywno-przesuwnym. Wynika stad, ze funkcja
aproksymujaca stan przemieszczen zaleznych od czasu oraz polozenia punktu materialnego
przyjmie postacé

x5 NG X2 1
w(x,t) = Q(t)'(—F+5F—4OF+36j-£

pochodna po czasie

x> _x! x? 1
wix,t)=q(t)| ——+5—F-40—+36 |- —
pochodne geometryczne

x* X3
1
"(X,t) = 5— 20——80 —
wlit)=at) 555+ 207 0% |
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e Energia kinetyczna ukladu

1% , 1% x® _x* X2 1Y
E, :E_([ydxv'v(x,t) :E!ydx[q(t)-(—ﬁ+SF—4OF+3GJ-£J =

2
1% x* _x* X2 1 1 1.
= a2 45X 40X 136| = | dxg? ==-1,942994 L ¢? = = fig?
2!”([ ATT jse] 72 At =™

Stad masa modalna wynosi: M =1,94299 L

e Energia potencjalna ukladu

Stad sztywno$¢ modalna wynosi: IZ = 3,66843%

e (Czesto$¢ drgan wlasnych (przyblizona) obliczona z aproksymacji wynosi

EJ

3,66843 >
L g B
194299, L L

Nie jest to warto$¢ doktadna, poniewaz funkcja aproksymacyjna daje jedynie pewne
przyblizenie. W tym przypadku jest to oszacowanie odgoérne, tzn. zawyzona zostata

sztywno$¢ uktadu.
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3.2. Oszacowanie sztywnoSci wiezi sprezystej

v 4 EJ=const.

Kat obrotu wezta w miejscu ky wyrazony za pomoca wspotrzednej uogolnione;j jest rowny

L° L*

o(t)=w(2L,t)= q(t)»(—S (L) +20 (2L) —80%}% = —2,22222-%

Zatem energia potencjalna uktadu przybierze postac

2
E, =1-3,66843%.q2 +1-(§E-(— 2,22222&) =1-(3,66843E—3+4,93827'§E—‘3j-q2 =
2 L 2 7L L) 2 L L

2

=~

i,
2

Stad nowa sztywno$¢ modalna wynosi: K = (3,66843 + 4,93827 - 5)%

Nowa czesto$¢ wlasna ma by¢ 2 razy wicksza od pierwotnej, stad

\/E: 2-13741 EJ4 =2,7482 EJ4
m ul uL

(3,66843 + 4,93827 - g)if

= 2,7482 E‘]4
1,94299 L ul
EJ
(3,66843 +4,93827 - &) —- £
=7,5526—
1,94299u L ul
3,66843+4,93827 & _ oo
1,94299
& =2,22876

Wiez rotacyjna powinna mie¢ sztywnos$¢ rowng k, = 2,22876E—LJ
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