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1. Dane i szukane 
 
Dla ramy geometrycznie niewyznaczalnej o schemacie i  obciążeniu jak na rysunku  należy: 

 Sprawdzić warunek ilościowy i jakościowy geometrycznej niezmienności układu.  

 Korzystając z programu komputerowego wyznaczyć siły osiowe w prętach. 

 Stosując metodę przemieszczeń zbudować równanie stateczności, 

 Rozwiązać równanie stateczności, obliczyć mnożnik obciążenia krytycznego i współczynniki 

długości wyboczeniowych prętów ściskanych (skorzystać z programów komputerowych).  

 Skomentować uzyskane wyniki. 
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Dane do obliczeń: a = b = 2 m, c = 1 m, h = 2 m, h1 = 1 m, h2 = 2m, k = EI/m,  k = 2EI/m3.  

Szukane: mnożnik krytyczny obciążenia długości wyboczeniowe prętów ściskanych.  
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2. Sprawdzenie geometrycznej niezmienności układu  
 

Szkic tarcze –więzi 

t1

t2

e = 2

e = 3

e = 3

e = 2

e = 1

 
 

t = 2,  e = 2+3+2+1+3 = 11 

 

Warunek ilościowy geometrycznej niezmienności: te 3
?

. 

 

11 > 6, warunek spełniony. 

 

Warunek jakościowy: 

 

Układ składa się z 2 tarcz. Tarcza t2  podparta jest 6 więziami wśród których można wyróżnić 3 

niezbieżne, wobec tego t2 = t0, tarcza t1 połączona jest z t2 2 więziami i 2 więziami z t0, więc jest 

nieruchoma, t1=t0.  

Wynika stąd, że warunki geometrycznej niezmienności: ilościowy te  3  i jakościowy są 

spełnione. 

 

Stopień statycznej niewyznaczalności układu 

 

523113  tenh  
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3. Rozwiązanie ramy wg teorii rzędu I. Obliczenie sił osiowych  
 

Korzystając z programu komputerowego ROBOT rozwiązano ramę od danego obciążenia, 

zakładając P = 1 kN. Obliczone wartości sił osiowych zestawiono poniżej 
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4. Obliczenie stopnia geometrycznej (kinematycznej) 
niewyznaczalności układu  
 

 nnng   

4.1 Podział układu na elementy o znanych wzorach transformacyjnych 

i obliczenie liczby niezależnych obrotów n
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4.2 Zbudowanie modelu przegubowego układu i obliczenie liczby 

niezależnych przesunięć n

 

- odrzucamy więzi sprężyste, wszystkie węzły zamieniamy na przegubowe, dodajemy więź, jeśli 

stosujemy element typu wspornik i/lub sztywno – sztywno-suwny (przesuw prostopadły do osi 

pręta)  
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Sprawdzenie GN modelu :

Pręt 1- 4 ma 3 więzi niezbieżne -> w1 nieruchomy, 

w1, w5  – nieruchome -> w5 nieruchomy (tw. o 3 tarczach),

w1, w3  – nieruchome -> w2 nieruchomy,

w6 nieruchomy.

Wniosek: model jest GN.

 

 

n = 1

 

 

211   nnng  
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5. Przyjęcie układu podstawowego metody przemieszczeń do 
analizy stateczności (obciążenie siłami osiowymi 

pomnożonymi przez mnożnik ) 
 

Układ podstawowy – układ zadany, w którym dodano n więzi rotacyjnych  i n więzi 

translacyjnych. W układzie tym oznaczymy węzły – początkowe numery dajemy w węzłach 

z dodanymi więziami rotacyjnymi. 
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6. Ogólna postać równania stateczności 
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7. Obliczenie elementów macierzy sztywności wg teorii II 
rzędu. Szczegółowa postać równania stateczności 

7.1 Obliczenie parametrów stateczności elementów i wyrażenie ich 
poprzez parametr porównawczy 
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Uwaga: jako parametr porównawczy przyjmujemy max ij  spośród prętów ściskanych. 

7.2 Rozwiązanie układu podstawowego od przemieszczenia I = 1           
– plan przesunięć obróconych i biegunowy plan przesunięć obróconych 

Plan przemieszczeń obróconych 
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Wzajemne przemieszczenia końców elementów 
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Kąty obrotu cięciw:  ,/L  ij
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7.3 Obliczenie współczynników macierzy sztywności K() 
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7.4 Szczegółowa postać równania stateczności i jego rozwiązanie 
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Równanie stateczności ma wiele rozwiązań. Interesuje nas najmniejsza wartość parametru 

stateczności i odpowiadający jej krytyczny mnożnik obciążenia oraz współczynniki długości 

wyboczeniowych prętów ściskanych. Rozwiązanie można uzyskać drogą kolejnych przybliżeń: 

podstawiając odpowiednie wartości funkcji dla różnych wartości parametru i obliczanie wartości 

wyznacznika. Obliczenia wykonano w Excelu.  
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Mnożnik obciążenia krytycznego (P = 1 kN) wynosi 

  

22

2

mkN

EI
 4882.0

m 828.2m 828.2kN 1489.4

EI2846.2846.2
 














LN

EI
 . 

 

W programie  ROBOT wybierając jako typ analizy „Wyboczenie” i min 2 siły krytyczne po 

wykonaniu obliczeń odczytamy wartości  sił krytycznych (przy obliczeniach dla danych ogólnych 

minimalna siła  krytyczna jest równa krytycznemu mnożnikowi obciążenia). Uwaga: wartość zależy 

od liczby elementów dlatego każdy pręt należy podzielić na min 10 elementów. 

W rozpatrywanym przykładzie otrzymano  

2mkN

EI
 48806.0 


 ,    odpowiadający parametr stateczności wynosi 2.8456 

 

Obliczenie współczynników długości wyboczeniowych prętów ściskanych 

ij

ij



   

pręt ij,kr ij=/ij,kr ij,lok

12 2,01163 1,561717704 > 0,7

23 2,84595 1,103881886 > 1

14 1,64958 0 (pręt. rozciągany)

15 1,21002 2,596321435 > 2

16 1,34691 2,332443444 > 1  
 

Wszystkie obliczone współczynniki długości wyboczeniowych są większe niż lokalne 

współczynniki długości wyboczeniowych prętów, więc o nośności układu decyduje utrata 

stateczności w bazie globalnej. 


