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1.1. Dobér wspolrzednych uogélnionych

Analizowany uklad ma dwa dynamiczne stopnie swobody, ktore wynikajg z prostej relacji
(dla uktadéw o sztywnych tarczach)

d=3t-e=3*3-7=2

Wspbtrzedne uogdlnione przyjeto analogicznie jak w przypadku schematéw kinematycznych
wykorzystywanych przy metodzie przemieszczen

o :

N 2 % c.c

Ab a 4L a 4L a Ab

Kierunki wiezi elementarnych dotaczonych do uktadu wyjsciowego (nr 1 i1 2) odpowiadaja
wspotrzednym uogdlnionym
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1.2. Plany przemieszczen jednostkowych

Pierwszy stan jednostkowy
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1.3. Wyznaczenie macierzy bezwladnosci
Transformacja wspolrzednych uogolnionych na lokalne
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Na podstawie plandw przemieszczen ustalono wspotczynniki transformacji

_ul_ 05 -05]

u, -05 -05

i | |7 T,
u, |= -05 0 ]
us| |05 0 [
Ug —% 0

] | -1 0 |

Diagonala mas

{m}= diag[paz, pa’, %pa“, 3pa’, 3pa’, 0,5pa4,pa2j =

pa? 0 0 0 0 0 0 |
0 pa’ O 0 0 0 0
0 0 %pa“’ 0 0 0 0
=l 0o o0 0 3pa’ O 0 0
0 0 0 0 3pa’ 0 0
0 0 0 0 0 05pa* 0
0 0 0 0 0 0 pa?]

Macierz bezwladnosci

B=Ar{mjA, =

f05 -o5 [p@® 0O 0 0 0 0 0 ][o5 -05]
~05 -05| | 0 pa® 0 0 0 0 0 ||-05 -05
-y v 0 o %paA 0 0 0 o||-¥ ¥

=/-05 0 0 o 0 3pa> O 0 o |05 0
-05 0 0 o 0 0 3pa’> O o ||-05 0
—% 0 0 0 0 0 0 05p 0 —%1 0
L 10 J 10 o o 0 0 0 pa -1 0

[ 366667pa®> —016667pa

| -016667pa% 0,66667pa’ }

3 { 3,66667pa> —0,16667p az}

~016667pa’ 0,66667pa’
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1.4. Wyznaczenie macierzy tlumienia

Z plandw przemieszczen wynika, ze na kierunku wiezi thumiacej tylko w pierwszym stanie
jednostkowym jest niezerowe przemieszczenie rowne doktadnie q;, stad
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1.5. Wyznaczenie macierzy sztywnosci

A
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Transformacja wspolrzednych uogolnionych na lokalne

Na podstawie plandw przemieszczen ustalono wspotczynniki transformacji

- o]

Diagonala wiezi sprezystych

. |2k, 0] 2k, O
{k}—dlag(klA!kZA)_|: 0 sz:|_|: 0 kA:|

Macierz sztywnosci

K=AklA =7 © [
0o -1

)
V2 2K, o}% 0 {kA o}
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1.6. Wyznaczenie wektora wzbudzania

Transformacja wspolrzednych uogolnionych na lokalne

A Uz
p 3p
B koA
2kiA c VE
| a a | a |

Na podstawie plandw przemieszczen ustalono wspotczynniki transformacji
u | |-1 0}faq,
u,| |-1 0]aq,

Wektor sktadowych sit wzbudzajacych

= {Fo sin(pt)}

B F, cos(pt)

Praca sil wzbudzajacych

o [ g

1.7. Macierzowe réwnanie ruchu
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Stad

3,66667 pa’ —0,16667pa2}[d1}{

-016667pa® 0,66667pa® || d,

(4] -] reotrsto

1.8. Rozwigzanie zagadnienia wlasnego

Rownanie drgan wiasnych

3,66667 pa> —0,16667,0&}[%} J{kA 0 }{ql} 5

~016667pa’ 0,66667pa> || d,

Roéwnanie zagadnienia wlasnego
det(BK - 11)=0

w=~1
det] | 3666677 ~016667pa?] [k, 07 [4 0 _0
~0,16667pa> 0,66667pa’ | | 0 k,| [0 4

A7 -1,7931 s A +O,413793[ s =0

2 2

pa pa
Ky

pa’

kA

pa

A, =0,272042

A, =1,52106

2

Stad czesto$ci wlasne wynosza odpowiednio

wlz\/0,272042 s =0,521577

kA
pa’ pa

o, = [15210652_ —123331 | K2
pa pa

2
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Wektory wlasne

366667pa’ —016667pa?| [k, O 0272040 ks [T 0] _ k, [0,00381966 0,0689655
~016667pa’> 0,66667pa> | | 0 k,| pa’|0 1| pa’| 00689655  1,2452
g ks [0,00381966 0,06896551)  k, [ 12452  -0,0689655
J 5a?| 00689655 1,2452 |~ pa’|-0,0689655 0,00381966
_ 1,0
W, =

-0,0553
366667pa’ —016667pa?| [k, O 1op106 ke [T O]_ Kk, [ -12452  0,0689655
~016667pa’ 0,66667pa’ | | 0 k,| pa’|0 1| pa?|0,0689655 -0,00381966
il Ks [ ~1:2452  0,0689655 ) k, [-0,00381966 -0,0689655
) 5a?| 00689655 -0,00381966 ||~ pa’| -0,0689655  -1,2452
_ [-0,0553
W, =

-1,0

Pierwsza forma wlasna

Druga forma wtasna

26



1.9. Réwnanie ruchu ukladu w przypadku ko = o

W przypadku kypn = o druga wspotrzgdna uogdlniona nie ma racji bytu, a uktad staje si¢
uktadem o jednym dynamicznym stopniu swobody, ktorego drgania opisuje wspdirzedna q;
(pierwszy plan przemieszczen).

Roéwnanie ruchu przybiera postaé

3,66667 pa’ G, +%ql +k, q, = —F, cos(pt)— F, sin(pt)

w= /kt _ k—Az — 05222 kAZ
m 3,66667pa pa
c

_ 2 ~026112——C5

y=—=
Jk*m 4k, *3,66667pa Jk pa?
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ZADANIE 2.
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2.1. Przyjecie wspolrzednej uogolnionej
Analizowany uktad ma dwa dynamiczne stopnie swobody. Wspotrzedne uogdlnione przyjeto

jako pionowe przemieszczenia mas skupionych (rys. ponizej).

F(t) K
2m m d@g

7777 o EJ = const. 02

2.2. Wyznaczenie macierzy podatnosci

Uktad wyjs$ciowy jest jednokrotnie statycznie niewyznaczalny zatem w prosty sposob mozna
wyznaczy¢ jeden ze sktadnikow réwnania ruchu za pomocg metody sit.

° ° 7

Y EJ = const.
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Stan jednostkowy Q; =1 [-]

Qr=1[]
M1
v _
0,333L
0,667L
Stan jednostkowy Q, =1 [-]
M2 Q2=1[]
| | T
0,333L
0,667L
Stan jednostkowy X3 =1 [-]
Mo X3=1[-]

v 7

0,333

0,667

Macierz podatno$ci ukladu w bazie poszerzonej

3
N N R R
EJ\2 3 3 3 EJ\2 3 3 3 9EJ

512 =521:i i*L*EL g 1 [l = Z*ELJ
EJ\2 3 3 3 E 2 3 3
3
+L EL*1L+4*1L* —L*g j 7L
6EJ\3 3 2 3 18EJ
2
Sy =6y = 1(1 22 _j _'-(Z fLoael s2, Oj:4L
EJ\2 3 6EJ\3 3 3 3 9EJ
3
522_L(1*L*2L 2,2 j i( ng:m_
EJ\2 33 EJ 3 9EJ
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2
Oy =03 :L(E*ZL*EL*E*EJ+L(EL*E+4*£L*§+OJ= oL
EJ\2 3 3 3) 6BI(3 3 3 6 9EJ

533=ElJ(1*3L*10*2*10j L, b9t

2 96EJ/ T 96E] _ 96EJ
47 4]
|9 18 oL
oLt |7 4 5
EJ[18 9 9L
4 5 9
oL 9L 96L? |

Redukcja macierzy podatnos$ci z bazy poszerzonej do minimalnej

D = Dyq — Doy - Djt - Dyq

4 7 4 .
5.C19 1| Ul {97 L} L_S[i i}_L_S
EJ| 7 4| EJ| S ||9EJ] EJ9L 9L]| EJ

[ N =
N
,_\|4>®||—\

18 9 oL
L3 0,24895 0,14452
" EJ| 014452 013898

2.3. Wyznaczenie macierzy bezwladnosci

Energia kinetyczna sformutowana w bazie dwoch wspoétrzednych uogdlnionych ma postaé

1. 1. . 4by b,|ld
:Eq qu[ql qz{bll b :||:ql} 2(b11*q1+b12*q1 QZ+b21*q2 q1+b22*q2)
21 22 2

. b11 b12 . , .
gdzie B = b — macierz bezwtadnosci
21 22

W niniejszym przyktadzie

1 . . . . . .
E, =§(2m*qf +0%0, *d, +0%d, *d, +m*q?2)
stad

1o
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2.4. Wyznaczenie wektora wzbudzania

Praca sit wzbudzajacych sformutowana w bazie dwoch wspotrzgdnych uogdlnionych ma
postac

_&5TF _ Fl _ * *
L=q' F =]a, qz{F}—Fl q, +F,*q,
2

— | F
gdzie F :{Fl} — wektor wzbudzania

2

W niniejszym przyktadzie

L =g, qz{F(th =0*q, + F(t)*q,

stad

2.5. Rownanie ruchu ukladu

Roéwnanie ruchu uktadu zapisano zgodnie z metodg sit
D-B*q+G=D-F

stad
L [024895 014452, [2 O[[d, | [0, |_L°[024895 014452 “E(t 0
EJ|014452 013898] |0 1] |§,| |g,| EJ|014452 0,13898 1

2.6. Rozwiazanie zagadnienia wlasnego

Formutujac réwnanie ruchu uktadu za pomocg metody sit uzyskuje si¢ rownanie drgan
wlasnych w postaci

D-B-g+q=0
Zakladajac rozwigzanie harmoniczne (q =-@’q) otrzymamy
(-D-B-w?+1)-g=0
Powyzsze réwnanie posiada nietrywialne rozwigzanie wtedy i1 tylko wtedy, gdy

det(D B-w?- I) =0 — jest to rownanie zagadnienia wlasnego
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Dalej wykonujac odpowiednie przeksztalcenia otrzymamy

3
detl "L prpr_w2.1]=0
EJ

det[D*‘B*—ZLIj' Ij :0
() .m.

EJ
®?-m-L2

pomigdzy wartosciami wlasnymi a cz¢sto$ciami wlasnymi

EJ
0=,|—F
Va-m-L3
Zatem

0.24895 0.14452 2 0
D* = B* =
0.14452 0.13898 01

Przyjmujac , ze A= (gdzie A sg wartoSciami wlasnymi) otrzymamy relacje

VB¢ = 0.24895 014452\ (2 0) [ 04979 0.14452
0.14452 0.13898 / \ 0 1 0.28904 0.13898

04979 0.14452 10 04979 — &  0.14452
D*B* - Al = — =
0.28904 0.13898 01 0.28004 0.13898 — A

- 2
det(D*B* - M) = = 2.74260812-10 2_ .63688-A + A

04979 — A 0.14452
0.28904  0.13898 — A

Z powyzszego roéwnania kwadratowego uzyskuje si¢ warto$ci wlasne

AL= 0.59043 A2 = 0.04645

a na ich podstawie czestosci wlasne uktadu

wl=1,3014 = ®2 = 4,6398 =

m L3 m L3

Nastepnie wyznacza si¢ wektory wilasne, ktére uporzadkowane kolejno tworza macierz
wlasng
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e pierwszy wektor wlasny

0.4979 0.14452 10 —-0.09253 0.14452
D*B* - AlX = — 0.59043 =
0.28904 0.13898 01 0.28904 -0.45145

_(—0.09253 0.14452 ) (-0.45145 -0.14452
0.28904 —0.45145

adj
—0.28904 -0.09253

e drugi wektor wlasny

0.4979 0.14452 10 0.45145 0.14452
D*B* - 22X = — 0.04645- =
0.28904 0.13898 01 0.28904 0.09253

adj

0.28904 0.09253 —-0.28904 0.45145

-0.32
w2 =
1.0
e macierz wlasna
1.0 -0.32
W =
0.64 1.0

Pierwsza forma wlasna

(0.45145 o.14452j [0.09253 —0.14452j

0.64

Druga forma wlasna

L

1.0
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2.7. Ré6wnanie ruchu w bazie wspélrzednych gléownych

Aby przej$¢ do bazy wspotrzednych gtownych zastosujemy metode transformacji wiasnej,
wykorzystujac znang macierz wiasng.

Zatozmy posta¢ rozwigzania
q=W-y

gdzie: y - wektor wspotrzednych gléwnych (rozseparowanych, co wynika z ortogonalnosci
drgan wlasnych)

Woéwcezas rownanie ruchu zapisane bezposrednio (zgodnie z metoda przemieszczen)
przybierze postac

BW-y+K-W-y=F

przy czym nie zmieniamy bazy @ a zatem prawdziwa jest relacja
D-K=1

Nastepnie pomn6ézmy rownanie ruchu lewostronnie przez macierz wlasng transponowang
W' - BW-y+WT - K-W-y=W'.F

z ortogonalnos$ci wektoré6w wiasnych wynika, ze macierzowe rownanie ruchu zapisane w
bazie wspotrzgdnych glownych bedzie stanowi¢ uktad réwnan rézniczkowych
rozseparowanych, czyli

bf-y+i{k}-y=f

w niniejszym przyktadzie

1 064)(2m 0)( 10 -032 24096m 0
WTB*W = : : =
-032 1 0 m)loss 10 0  12048m

-1

3 3 EJ EJ
L L = EJ
0248955 0.14450 -5 10.13488 S 1053887 —
A 3 3 - EJ E.J
L L _ = B
014452 5 0.13808-— 1053887-—  18.15425-—
E-J E-J L L
1013488 53 _1053887. 52 4081152 0
1 064 3 2 |10 -032 L3
WTK*W = 0 1 . ) ) ) et 10 _ iy
e ~10.53887-—  18.15425.— ' ' 0 25.93694.—-3
& L3 3

( 1 0.64)( 0 ] (0.64-F(t)]
WTF = : =
032 1 F(t) F(t)
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Stad posta¢ réwnania ruchu w bazie wspotrzednych gltéwnych jest nastepujaca

[24006 0 .7y EJ[40811 0 Y, _r( 0,64
0 12048| |y,| L] 0 2593694 |vy,| 1,0
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ZADANIE 3.
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Analizowany uktad jest cigglym ukladem dynamicznym, ktéry ma nieskonczenie wiele stopni
swobody. Jednak za pomoca metody aproksymacyjnej (w zadaniu podano funkcje
aproksymacyjng) mozliwe jest wyznaczenie przyblizonej wartosci pierwszej czestosci
wilasnej.

Schemat dynamiczny z przyj¢ta wspotrzedng uogdlniong przedstawiono ponize;j

§

o

v

EJ=const.

3.1. Wyznaczenie czestosci drgan wlasnych

Funkcje aproksymujaca przyjmuje wartos¢ jednostkowa w punkcie X = 0, zatem wspotrzedng
uogblniong przyjeto w zamocowaniu sztywno-przesuwnym. Wynika stad, ze funkcja
aproksymujaca stan przemieszczen zaleznych od czasu oraz potozenia punktu materialnego
przyjmie postac

5 4 2
X

W(x,t):q(t)-(—F+5)£—4—40)£—2+36}- -

36

pochodna po czasie

) . x° x* X2 1
Vi(x, t) = q(t)(_F+5F_4OF+36J’£

pochodne geometryczne

X x®
"(xt)=qlt)-| -5—=+20—-80
wlen)=alt -5+ 20T -0 k|

4
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e Energia kinetyczna ukladu

1% , 1% x® _x* X2 1Y
E, :E_([ydxv'v(x,t) :E!ydx[q(t)-(—ﬁ+SF—4OF+3GJ-£J =

2
1% x* _x* X2 1 1 1.
= a2 45X 40X 136| = | dxg? ==-1,942994 L ¢? = = fig?
2!”([ ATT jse] 72 At =™

Stad masa modalna wynosi: M =1,94299 L

e Energia potencjalna ukladu

Stad sztywno$¢ modalna wynosi: IZ = 3,66843%

e (Czesto$¢ drgan wlasnych (przyblizona) obliczona z aproksymacji wynosi

EJ

3,66843 >
L g B
194299, L L

Nie jest to warto$¢ doktadna, poniewaz funkcja aproksymacyjna daje jedynie pewne
przyblizenie. W tym przypadku jest to oszacowanie odgoérne, tzn. zawyzona zostata

sztywno$¢ uktadu.
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3.2. Oszacowanie sztywnoSci wiezi sprezystej

va EJ=const. .77~ KA

Przemieszczenia wezta w miejscu k, wyrazone za pomoca wspotrzednej uogolnionej jest
rowne

u(t):W(ZL,t)zq(t)-[—S = 3 e

4 3
(2L) +20(2L) _go2L -i=-2,11111.q(t)
) 36

Zatem energia potencjalna uktadu przybierze postaé

1 EJ , 1 EJ 2
E =-.3,66843—.° +—-&—-(—-2,11111. =
, oAt ( q)

p

1 EJ EJ) , 1~ ,
=—.|3,66843—+4,45679- & — |-q° ==k -
2 [ L® > L3j 4 =77

Stad nowa sztywno$¢ modalna wynosi: Kk = (3,66843+4,45679- 5)%

Nowa czgsto$¢ wlasna ma by¢ 2 razy wigksza od pierwotnej, stad

\/E: 2-13741 EJ4 =2,7482 EJ4
m ul ulL

(3,66843 + 4,45679 - g)'if

=2,7482 EJ4
1,94299u L ul
EJ
(3,66843+4,45679 - &) £
=7,5526——
1,942994 L ul
3,66843+445679-& oo
1,94299
& = 2,46953

., : ) ., e EJ
Wigz translacyjna powinna mie¢ sztywnos¢é rowng k, = 2,46953—3
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