METODA SIL — przyktad I — rama bez wiezi sprezystych 1

1 ROZWIAZANIE RAMY METODA SIL I OBLICZENIE PRZEMIESZCZENIA
1.1 DANE WYJSCIOWE DO OBLICZEN

P=20,00kN

Dana jest rama jak na rysunku.
M=15,00 kNm ﬂ

luung

Rozwigza¢ ja metoda sil, sporzadzi¢ wykresy sit
przekrojowych 1 dokona¢ kontroli rozwigzania
oraz obliczy¢ zaznaczone przemieszczenie.

1,3889 El
12

q=5,00kN/m
3,00m

’

103

. 4,00m 2,00m 4,00m
Uwaga dotyczaca oznaczen. T T o0 I L

Aby unikng¢ niejednoznacznosci oznaczen wszystkie przemieszczenia obliczane w statycznie
wyznaczalnym uktadzie podstawowym 1 dotyczace tylko uktadu podstawowego oznacza¢ bedziemy
malym symbolem J a przemieszczenia obliczane w statycznie niewyznaczalnym uktadzie danym lub
obliczane w uktadzie podstawowym a dotyczace uktadu danego oznacza¢ bedziemy duzym symbolem
A. Sity przekrojowe 1 reakcje wyznaczane w ukladzie podstawowym oznacza¢ bedziemy
odpowiednim symbolem z nadkreSleniem (np. M) a w uktadzie danym oznacza¢ bedziemy
odpowiednim symbolem bez nadkreslenia (np. M ).

1.2 WYZNACZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

Aby skorzysta¢ z wzoru n, =e—3-t przeksztalcamy uklad dany w zbior tarcz ,,sztywnych”

otwartych przez usunigcie wiezi podporowych, dokonanie przecie¢ wszedzie tam gdzie potaczenie nie
jest pelne oraz ,,otwarcie” tarcz zamknigtych.

W rozpatrywanym  przykladzie wystarczy (e=3)
usuni¢cie wiezi podporowych, co ilustruje rysunek t=1
ponizej. Na rysunku tym w nawiasach podano liczby e=3+2=5
usuni¢tych wigzi, ktorych suma jest liczbg wigzi e w (e=2) no=5-3.1=2
przytoczonym wzorze. !
1.3 UKLAD PODSTAWOWY
Uktad podstawowy tworzymy z uktadu M=15.00 kNr:=20’OOkN X,
danego przez zastapienie n, wigzi e ’ ﬂ X,
niewiadomymi sitami w taki sposob by 2 s -
powstaly uktad byt geometrycznie § §
niezmienny. 18 o
Uwaga: Liniami przerywanymi wzdtuz osi
pretow wyrozniono wiokna do znakowania 4,00m 2.00m 4,00m
momentoéw zginajacych
1.4 ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEGO OD DANEGO OBCIAZENIA

F=M,P, Q) P=20,00kN

Uwaga: Wszystkie wielko$ci wyznaczane w M=15,00 kNm ﬂ B

: o MR B C E '
tym punkcie wyrdézniamy nadkre§leniem i D 2
indeksem gérnym F. Dla skrocenia zapisu w % g
obliczeniach pominiemy te wyr6zniki
stosujac petne symbole tylko w NS
oznaczeniach wielkoéci, z ktorych korzystaé & 0s¢=0.8
bedziemy w dalszych obliczeniach.

5,00kN/m

q:

vy
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wigzi sprezystych 2

1.41 WYZNACZENIE REAKCJI PODPOR

DM, =—Vy-10m+P-6m+M +q-3m-3m/2=0 =

—Vy -10m +20kN - 6m +15kNm + 5kN /m-3m-3m/2 =0 = Ve =V4 =15.75kN,
dY=-V,-Vy+P=0 = -V, —15.75kN +20kN =0 = V,=V =425kN,
YX=H,+q-3m=0 = H,+5kN/m-3m=0 = H,=H] =-15.00kN .
Kontrola ZMB:—HA~3m+VA-10m—P-4m+M—q~3m~3m/2:

=(15-3+4.25-10-20-4+15-5-3-3/2)kNm =0
1.42 OBLICZENIE WARTOSCI RZEDNYCH CHARAKTERYSTYCZNYCH SIL
PRZEKROJOWYCH.

M, =0,
M,=V,2m-H, - 1.5m—-q-1.5m-1.5m/2 =
=4.25kN - 2m +15kN -1.5m —5kN /m-1.5m-1.5m/2 = 25.375kNm,

M, =V, 4m—H ;-3m—q-3m-3m/2=425-4m+15kN -3m —5kN /m-3m-3m/2 =39.50kNm ,
M =My +M =39.5kNm+15kNm = 54.50kNm ,
My =Vy-4m=15.75kN -4m = 63.00kNm , M,=0,
Vi =V, -cosa—H, sina=(425-08+15-0.6)kN =12.40kN ,
Ny =V, -sina—H,-cosa =(~425-0.6+15-0.8)kN = 9.45kN ,
Ve, =V, -cosa—H,-sina—q-3m-sina=(4.25-0.8+15-0.6—5-3-0.6)kN = 3.40kN ,
Ney=-V,-sina—H,-cosa—q-3m-cosa =(~4.25-0.6+15-0.8 —=5-3-0.8)kN = —2.55kN ,
Vep =P —=Vy =20kN —15.75kN = 4.25kN , Vpg ==V =—15.75kN , Neg =0.

Rzedne srodkowe momentdw zginajacych dla przedzialu CD i DB, wykorzystujac ich

prostoliniowy charakter, obliczono jako $rednie arytmetyczne z wartosci brzegowych.
M, =Mq,+M,)/2=(54.5+63)/2kNm = 58.75kNm.,

M,y =M, +M,)/2=(63+0)/2-kNm = 31.50kNm

1.4.3 WYKRESY SIL. PRZEKROJOWYCH.

e
S
®
m
|

54,50kNm
58,75kNm
31,50kN

63,00kNm

4,25kN
4,25kN

S
15,75kN
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wiezi sprezystych

1.5 ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEGO OD OBCIAZENIA X; =1

X,=1
. . . . C (v x
Uwaga: Wszystkie wielkoSci wyznaczane w 5 2B »
tym punkcie wyr6zniamy nadkre$leniem i - Vv Ry
indeksem goérnym 1. Dla skrdcenia zapisu w B §
obliczeniach pominiemy te wyrdzniki sina=0.6 o
stosujac petne symbole tylko w A
: . e . . 0sa=0.8
oznaczeniach wielkosci, z ktorych korzystac
bedziemy w dalszych obliczeniach.
2,00m . 4,00m
vy
1.5.1 WYZNACZENIE REAKCJI PODPOR.
M, =V 10m+1=0 = Vy=Vg =0.10/m,
SY=-V,-Vy=0 = V,=V,=-0.10/m,
>X=H,=0 = H,=H!,=0.
Kontrola dMy=-H, -3m+V, - 10m+X, =-0-3-0.1-10+1=0
1.5.2 OBLICZENIE WARTOSCI RZEDNYCH CHARAKTERYSTYCZNYCH SIL
PRZEKROJOWYCH.
MA=O’ MC:VA'4m_HA'3m:_0.40,
Mp=Vg-4m—-1=-0.60, Mg=0,
Vic=V,-cosa—H, sina=-0.08/m, Ny-=-V,-sima—H, -cosa=0.06/m,

Mp=M, c=M, +M:)/2=(0-04)/2=-0.20,
M cp=Mc+Mp)/2=(-04-0.6)/2=-050, M, ,z=(Mp+My)/2=(-0.6-1)/2=-0.80.
Mg =(Mc+Mp)/2=(-04-1)/2=-0.70.

1.5.3 WYKRESY SIL PRZEKROJOWYCH.
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wigzi sprezystych 4

1.6 ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEGO OD OBCIAZENIA X;=1.

Uwaga: Wszystkie wielko$ci wyznaczane w
tym punkcie wyr6ézniamy nadkre$leniem i
indeksem gérnym 2. Dla skrécenia zapisu w
obliczeniach pominiemy te wyrdzniki
stosujac petne symbole tylko w
oznaczeniach wielkosci, z ktorych korzystac
bedziemy w dalszych obliczeniach.

1.6.1 WYZNACZENIE REAKCJI PODPOR.

>M,=-Vy-10m+1-3m=0 = Vy=V; =030,

Y=-V,-V;=0 = V,=V}]=-030,

Y>X=H,+1=0 = H,=H,=-1.

Kontrola dYMy=-H,-3m+V,-10m=(—(-1)-3+(-0.3)-10)m =0

1.6.2 OBLICZENIE WARTOSCI RZEDNYCH CHARAKTERYSTYCZNYCH SIL
PRZEKROJOWYCH.

M, =0, M.=V,-4m-H ,-3m=1.80m,

Mpy=Vg-4m=120m, Mg =0,

V=V, cosa—H,-sina=036,N,,=-V, -sina—H ,-cosa =0.98,

Veg =—V5 =-0.30, N =1.

Mg=M, ,c=(M, +M:)/2=(0+1.8)/2-m=0.90m,
Mocp=(Mc+Mp)/2=(18+12)/2-m=1.50m, M 5 =(Mp+Mg)/2=(12+0)/2-m=0.60m,
M cp=Mc+Mp)/2=(1.8+0)/2-m=0.90m.

1.6.3 WYKRESY SIL PRZEKROJOWYCH
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wiezi sprezystych 5
1.7 UKEAD ROWNAN I JEGO ROZWIAZANIE.

1.7.1 POSTAC OGOLNA UKEADU ROWNAN

O X +01, - Xy +6p =A,, =0

Oy X1 +0y Xy +0,r =A,,. =0
1.7.2 OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW UKEADU ROWNAN

Wspotczynniki uktadu rownan obliczamy wykorzystujac wzory
Vel vl vri i F
M 5o MM,
EI EI
Do obliczenia catek w powyzszych wzorach zastosowano wzér Simpsona lub Mohra. Ze wzgledu na
charakter wykresow momentow zginajacych catki w powyzszych wzorach przedstawiono w postaci
sum 3 lub 2 catek odpowiadajacych przedziatom catkowania, w ktorych funkcje podcatkowe spetniaja

zatozenia umozliwiajace zastosowanie odpowiedniego wzoru.

l_j:

izl a7l _
511:.[M M dx = ! J']Wl-]\71-dvaLJ‘ZWI'ZWI-dx:L —0.4-5m. g (-0.4) +
EI El,. 3. El, 2, EI 2
1 6m m
. — —0.4)-(=0.4) + 4 (=0.7) - (=0.7) + (=1) - (=1)) = 2.513049 —
13889,5]6(( )+ (<0.4) +4-(=0.7) - (=0.7) + (=1)- (-1)) = o
st 2
512:521=IM al dx = Iﬂl-ﬂz-dx+ij‘]\71-ﬁ72-dx:
EI El AC CB CB
— . 2
_ L Z0Am 2 e L 0 04-1.844.(=0.7)-0.9+ (~1)-0)m® = ~3.532781"
El 2 3 1.3889-EI 6 El
Ar2 As2
522:jM M = [p 617 dx+—jM2 M? - dx =
El EAC AC CB CB
3
_ L L8meSm 2 e L L8mebm 2 10.0655637
El 2 3 13889-E1 2 3 El
azrl arF
= [ [ e WM v [ M=
El El
AC 4C CD CD DB DB
:;] Sm (0-0+4-(=0.2)-25.375kNm + (=0.4) - 39.5kNm ) +
+ ;-3(— 0.4-54.5+4-(—0.5)-58.75+ (-0.6) - 63 )kNm> +
1.3889-EI 6
2
+;-i(—0.6-63+4-(—0.8)-31.5+(—1)-0)kNm2: Nim
1.3889-EI 6
752 asF
§2F:IM M dx = ! J.]WZ-JWF-dx+ J.M2 ME dx+ _[Mz-MF-dx:
EI E]AC AC CD CD E]DB DB
L Sm (0-0+4-0.9m-25.375kNm +1.8m - 39.5kNm )+
TE 6
+;-%-(l.8-54.5+4-1.5-58.75+1.2-63)kNm3+
1.3889-EI 6
1 12-4 2 kNm’

+ = .63kNm® =334.237409
1.3889-E1 2 3
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wigzi sprezystych 6

1.7.3 POSTAC SZCZEGOLOWA UKEADU ROWNAN
2 2
kNm

2513049 . x, —3.5327817. X, —139.114461 =0
EI EI
m* m’ kNm?
~3.532781—- X, +10.065563— - X, +334.237409 =0
EI EI
1.7.4 ROZWIAZANIE UKEADU ROWNAN
X, =X =17.114920kNm , X, = X3 =-27.199089N .
1.8 OBLICZENIE WARTOSCI ,,RZECZYWISTYCH” REAKCJI I SIL
PRZEKROJOWYCH
RF=R' x| +R* X7 +RF, MP=m) -x[+m?-x]+MF,
NF=N . x+N2-x§ +NF, vE=vI.x+v: . xF vl

HY =, X, +H; - X, + H =0-17.11492kNm + (-1) - (~27.199089kN) — 1 5kN =12.199kN
VE=V]- X, +V} - X, +V] ==0.1/m-17.11492kNm + (=0.3) - (=27.194kN) + 4.25kN = 10.698kN
Vi =V - X, +V; X, +V =0.1/m-17.11492kNm + 0.3 - (=27.199089kN) + 15.75kN = 9.302kN
M =M, - X, +M} - X,+M} =
=—0.2-17.11492kNm +0.9m - (=27.199089kN ) + 25.375kNm = —2.527kNm
MgA =Mé‘A X, +MCZ‘A X, ‘HWgA =
=—0.4-17.11492kNm +1.8m - (~27.199089kN) + 39.5kNm = —16.304kNm
MgD :MéD X, +M§D X, +M§D =
=—0.4-17.11492kNm +1.8m - (=27.199089kN ) + 54.5kNm = —1.304kNm
Mgc :Mgc X, +Méc X, +MDFC =
=—0.6-17.11492kNm +1.2m - (=27.199089kN)) + 63kNm = 20.092kNm
M}y =M pe =20.092kNm
Mpy =My, -X,+Mp, - X, + My, =—1-17.11492kNm + 0 - (—27.199089kN) + 0 = —17.115kNm
Vi =V X\ +Vie-X, +V /. =-0.08/m-17.11492kNm +0.36 - (=27.199089kN) +12.4kN = 1.239kN
VE =V X, + V3 - X, +Vd =—=0.08/m-17.11492kNm +0.36 - (—27.199089kN ) + 3.4kN = ~7.761kN
Vc}; :I7CID X, +I7c§9 X, +I7cf3 =
=—0.1/m-17.11492kNm + (~0.3) - (~27.199089kN ) + 4.25kN =10.698kN
Vie =V, =10.698kN
VLS; :VDIB X, +VDZB X, +I7D1; =
=—0.1/m-17.11492kNm + (-0.3) - (=27.199089kN) — 15.75kN = —9.302kN
Vi =Vhe =-9.302kN
Nfc :N/l,tc X, +Njc X, +Njc =
=—-0.06/m-17.128kNm +0.98 - (=27.199089kN) +9.45kN = —16.178kN
NE =NL - X, +NZ, - X, + N5, =—0.06/m-17.128kNm +0.98 - (=27.199089kN) — 2.55kN = —28.178kN
Ny =Nlp - X, + NGy - Xy + Nl =0-17.128kNm +1-(=27.199089kN) + 0 = —27.199kN
Ny =Nj- =N}, =Nk, =-27.199kN
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wiezi sprezystych 7

1.9 WYKRESY ,,RZECZYWISTYCH” SIL. PRZEKROJOWYCH

-17,115 kNm

*‘QQ}
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\
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Rzeczywiste warto$ci sit przekrojowych mozna by tez policzy¢ rozwigzujac uktad podstawowy od
dziatajacego rownoczesnie obcigzenia danego i znanych juz sit hiperstatycznych. Wyniki obliczen
musiatyby by¢ identyczny (w granicach doktadnos$ci rachunkowe;j) jak przedstawione powyzej.

1.10 KONTROLA POPRAWNOSCI ROZWIAZANIA.

Kontrola rozwigzania polega na sprawdzeniu czy otrzymane rozwigzanie jest statycznie i
kinematycznie dopuszczalne, czyli czy sity speiniajga rownania roOwnowagi a przemieszczenia s3
kinematycznie zgodne. Dokonujac kontroli nalezy pamigtaé, ze kontroli podlegaja tylko te wartosci,
ktore wystepuja w obliczeniach kontrolnych.

1.10.1 KONTROLA STATYCZNEJ DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA

Zaleca si¢, aby do sprawdzenia rownan rownowagi, podzieli¢ uktad na prety 1 wezty i dla kazdego tak
wydzielonego elementu napisa¢ 3 rownania réwnowagi. W tym przypadku kontroli podlegaja
wszystkie wartosci brzegowe sil przekrojowych. Aby sprawdzi¢ czy spetniaja rdOwnania rownowagi
rzedne posrednie nalezy dodatkowo wydzieli¢ odpowiednie elementy. Na rysunku pokazano elementy,

dla ktorych sprawdzimy réwnania rOwnowagi.
M P=20,00kN M

NCD cDh ﬂ BD N
~ /‘\ BD
VCD VBD
y
?‘
£ Qo N y y
=z
A % R
0 - —P > X
& A y \‘B
720\ Vos Veo
N7 y
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wigzi sprezystych 8

ROWNAN ROWNOWAGI
Dla preta AC

>X=-N,c+Ngcy+q-3m-cosa =—(—-16.178) +(-28.178) +5-3-0.8 =0,

XY=V, +Vey+q-3m-sina =-1.239+(-7.761)+5-3-0.6 =0,

M, =M ;o —Mqy+Vey-Sm+q-3m-1.5m=0-(-16.304) +(-7.761)-5+5-3-1.5=-0.001 = 0
Dla wezla C

> X =Ngp —Ngy-cosa—Ve, -sina =-27.199—-(-28.178)-0.8 - (=7.761)-0.6 = 0,

dY =V +Ngy-sina—-Vq, -cosa =10.698 +(-28.178) - 0.6 — (-7.761)- 0.8 =0,

M, =Mq —Mqp+M=-16304-(-1.304)+15=0
Dla preta CB

> X ==Ngp+Ngp =—(-27.199)-27.199=0,

DY =V +Vyy+P=-10.698+(-9.302)+20=0,

dSMe=Mep —Mpp +Vyp -6m+ P-2m=-1.304—-(-17.155)+(-9.302)- 6 +20-2 =—0.001 = 0
Dla pre¢ta DB

> X =-Npg+Nyp=—(-27.199)-27.199 =0,

DY =-Vpp+Vyp =—(-9.302)+(-9.302) =0 ,

YMp=Mpg+Mpp—Vpp -4m =20.092 —(-17.115) + (-9.302) - 4 = —0.001 = 0.

1.10.2 KONTROLA KINEMATYCZNEJ ZGODNOSCI ROZWIAZANIA

Kontrola kinematycznej zgodnos$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnos$ci przemieszczen
uktadu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w tylu miejscach ile wynosi stopien
statycznej niewyznaczalno$ci. Mozna tego dokona¢ postepujac analogicznie jak budowano uktad
rownan kanonicznych, to jest: przyja¢ uktad podstawowy metody sit, sporzadzi¢ wykresy momentow
zginajacych od jednostkowych wartosci sit hiperstatycznych i policzy¢ przemieszczenia w uktadzie
17 e F
danym ze wzoru A :jMé]de w miejscach, w ktérych usuni¢to wigzi tworzac uktad
podstawowy. Warto$ci tych przemieszczen musza by¢ takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia
uktadu 1 potaczenia jego elementow. Mozna oczywiscie sprawdzaé te same przemieszczenia, ktore
stanowity podstawe ukladu réwnan kanonicznych. W tym przypadku wykresy momentéw zginajacych
od jednostkowych wartos$ci sit hiperstatycznych sg juz okreslone i wystarczy policzy¢ przemieszczenia

M -MF
Ay = dex dlai=1,..,i,..,n,.

W rozwigzywanym przyktadzie sg to przemieszczenia

7l F
A ZJ.M M dx = ! IZWI-MF -dx + ! J.Ml MFE dx+ 1 J‘Ml MF L de =
EI E]AC AC E]CD CD DB DB
= El'] . 521 . (0 -0+4-(-0.2)-(-2.527)kNm + (—0.4) - (—16.304)kNm)+
+ ;%(— 0.4-(-1.304)+4-(-0.5)-9.394 + (—0.6)'20.092)kNm2 +
1.3889-E 6
2
+ - . 4 . (— 0.6-20.092 +4-(—0.8)-1.4885+(-1)-(—17.1 15))kNm2 =-0.015 kNm ~0
1.3889-EI 6
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METODA SIL — przyktad I — rama bez wiezi sprezystych 9

dx = J‘M2 M dx+ J.]Wz-MF-dx+LJ‘A72-MF-dx:

El El AC 4AC CD CD DB DB

_ 1;1 . 56 (0-0+4-0.9m - (=2.527)kNm +1.8m - (~16.304)kNm)+

(1 8-(~1.304)+4-1.5-9.394 +1.2-20.092 kNm* +

m 6

+ 138819EI : 2 (1.2-20.092 +4-0.6-1.4885+ 0 (~17.155))kNm® = 0.001 kj;f ~0
1.11 WYZNACZENIE SZUKANEGO PRZEMIESZCZENIA.
Szukane przemieszczenie policzymy na podstawie wzoru A= T dx .

Wyznaczyliémy juz momenty M " od obcigzenia danego w ramie statycznie niewyznaczalnej. Aby
skorzysta¢ z przytoczonego wzoru musimy jeszcze rozwigza¢ dowolny uktad podstawowy danej ramy
od obciazenia jednostkowego przytozonego w miejscu 1 kierunku szukanego przemieszczenia P, =1.
Moze to by¢ taki sam uktad, jaki byl przyjety do rozwigzania ramy od obcigzenia danego. Moze tez
by¢ dowolny inny uktad. Tu przyjeto uktad jak na rysunku ponize;.

E
1.3889 El E

3,00m

‘&A 2,00m 4,00m

W wyniku rozwigzania tego ukladu otrzymano wykres momentow zginajacych jak na rysunku.
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Warto$¢ szukanego przemieszczenia wynosi

o F
A IM M =] jM“-MF-dHLjM“-MF-dH [Me-m" - dx =
EIAC AC EICD CD DB DB
_ Lo (1:0+4-1-(=2.527)kNm +1-(=16.304)kNm ) + I 20.092kNm =1304kNm
El 6 1.3889E1 2
I 20.092kNm—17.115kNm ,, . _ kNm*

+
1.3889E7 2
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