WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN — przyklad 4 — rama z wieziami sprezystymi
poddana dziataniu sif, zmian temperatury, przemieszczen podpor i bledow montazu, 22.02.07

OBLICZENIE PRZEMIESZCZEN W RAMIE PLASKIEJ IZOSTATYCZNEJ
Dana jest rama jak na rysunku.
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Sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych od danego obciazenia sitami oraz od obciazen jednostkowych
przytozonych w miejscach szukanych przemieszczen. Zaprojektowaé wstepnie przekroje pretow.
Obliczy¢ zaznaczone przemieszczenia od danego obciazenia sitami, od zmiany temperatury oraz od
btedéw montazu i przemieszczen podpor. W obliczeniach potraktowac¢ dane wartosci obcigzenia sitami
jako  charakterystyczne, przyja¢ Sredni wspofczynnik obciazenia y, =12, wytrzymatos¢

obliczeniowa stali f; = 215MPa , wspdtczynnik sprezystosci podtuznej E =205GPa, wspotczynnik

sprezystosci poprzecznej G = 80GPa i wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej o, =0.000012/° C .

1 ROZWIAZANIE RAMY OD DANEGO OBCIAZENIA SIEAMI F = (M, P, Q)

o ) ] ) M=15,00 kNm  P=20,00kN
Uwaga: Liniami przerywanymi wzdluz C (X D B X

»

osi pretow wyrdzniono widkna do g AT K v
znakowania momentow zginajacych. § / 2 é =

Wszystkim wielko$ciom z tego & sino=0.6 ﬂ §
rozwiazania przypisujemy indeks gorny F, c coso. =0.8 V.
gdyz zostaly wywotane obciazeniem Hy 8
oznaczonym symbolem F Vv 4,00m 2,00 4,00m

A
\4

Wyznaczenie reakcji podpor. Y
DM, =-Vy-10m+P-6m+M+q-3m-3m/2=0 =

—Vy -10m +20kN - 6m +15kNm + 5kN /m -3m-3m/2 =0 = Vs =15.75kN,
dDY=-V,-Vz+P=0 = -V, —15.75kN + 20kN =0 = V,=425kN,
dDX=H,+q-3m=0 = H,+5kN/m-3m=0 = H , =-15.00kN .

Kontrola ZMB =-H,3m+V, - 10m—-P-4m+M —q-3m-3m/2 =
=(15-3+4.25-10-20-4+15-5-3-3/2)kNm =0
Obliczenie wartosci rzednych charakterystycznych sil przekrojowych.
M, =0,
Mgp=V,2m-H, -1.5m—q-1.5m-1.5m/2 =
=4.25kN - 2m+15kN -1.5m —5kN /m-1.5m-1.5m/2 = 25.375kNm,
My, =V,-4m—H ,-3m—q-3m-3m/2=4.25-4m+15kN -3m —SkN /m -3m-3m/2 = 39.50kNm ,
Mqp =M, +M =39.5kNm+15kNm = 54.50kNm ,
M, =Vg -4m=15.75kN -4m = 63.00kNm , Mg, =0,
Rzedne srodkowe momentdw zginajacych dla przedziatu CD i DB obliczono jako $rednie

arytmetyczne z wartosci brzegowych.
Mgy =M+ My )12 =(54.5+63)/2-kNm = 58.75kNm,

Mg, =M, +M,)/2=(63+0)/2kNm = 31.50kNm
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WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN — przyklad 4 — rama z wieziami sprezystymi
poddana dzialaniu sif, zmian temperatury, przemieszczen podpor i bledow montazu, 22.02.07

V=V, cosa—H, sina=(425-08+15-0.6)kN =12.40kN ,

N, =V, -sina—H,-cosa=(~425-0.6+15-0.8)kN = 9.45kN ,
Vey=V,-cosa—H,-sina—q-3m-sina =(4.25-0.8+15-0.6—5-3-0.6)kN = 3.40kN ,
Ney=—-V,-sina—H ,-cosa—q-3m-cosa =(—4.25-0.6+15-0.8—5-3-0.8)kN = —2.55kN ,

Vep =P —=Vy =20kN —15.75kN = 4.25kN , Vg =—Vy =-1575kN, N =0.
Sila podluzna w wigzi sprezystej nr 1: SI =-V, =-15.75kN
Moment zginajacy w wiezi sprezystej nr 2: Sy =M., =39.50kNm

WyKkresy sil przekrojowych

C)
[

54,50kNm
58,75kNm
31,50kNm

63,00kNm

15,75kN —|->o

15,75kN

2 ROZWIAZANIE RAMY OD OBCIAZENIA P,=1

W celu wyznaczenia przesunigcia b =1
(w temacie kierunek nr 1 zaznaczony linia Cﬂ !
przerywana) niezbgdne jest rozwigzanie
ramy od obciazenia sila jednostkowa
przytozona w miejscu i kierunku szukanego
przemieszczenia.

Uwaga: Wszystkim wielkosciomz ~ H=%7

tego rozwiazania przypisujemy indeks gorny M»p&u 4.00m |
gdyz zostalty wywotane obciazeniem
oznaczonym numerem 1

3,00m

A sino=0.6 i
cosa =0.8 V.

Wyznaczenie reakcji podpor.

SM, =V, -10m+1-4m =0 = ¥, =040,
SY=-V,~Vy+P =0 =  V,=0.60,
SX=H,=0 =  H,=0.

Kontrola dYMy=-H,-3m+V, - 10m—P -6m=(-0-3+0.6-10—-1-6)m =0
Obliczenie wartosci rzednych charakterystycznych sil przekrojowych.

M, =0, Mq.=V,-4m—-H ,-3m=2.40m,

M, =Vg-4m=1.60m, My,=0,

Vo=V, -cosa—H, sina =048, Ny =-V,-sina-H ,-cosa =-0.36,
Veg ==V =-0.40, Ngg =0.

Mp=Mg ,c=(M, +M:)/2=(0+2.4)/2-m=120m,
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Mgop=(Mc+Mp)/2=(24+1.6)/2-m=2.00m,
Mgpp=(Mp+Mg)/2=(1.6+0)/2-m=0.80m

Sila podluzna w wigzi sprezystej nr 1: S| =-V, =-0.40
Moment zginajacy w wiezi sprezystej nr 2: Sy =M, =2.40m
WyKkresy sil przekrojowych.
2
@
G
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3 ROZWIAZANIE RAMY OD OBCIAZENIA P,=1
W celu wyznaczenia kata obrotu (w P =M=1

temacie kierunek nr 2 zaznaczony tukiem z C
linii przerywanej) niezbedne jest
rozwigzanie ramy od obciazenia
jednostkowym momentem przytozonym w { sina=0.6
miejscu szukanego kata obrotu. /7 cosa =0.8

Uwaga: Wszystkim wielkosciomz ~ H=—%7
tego rozwiazania przypisujemy indeks gorny Vv Hqﬂ»m%
2, gdyz zostaly wywotane obciazeniem Avy
oznaczonym numerem 2

3,00m

Wyznaczenie reakcji podpor.

SM, =V, 10m+1=0 =~  V,=0.10/m,
SY=—V,~V,;=0 =~  V,=-010/m,

Kontrola dYMg=-H,-3m+V,-10m+P,=-0-3-0.1-10+1=0
Obliczenie wartosci rzednych charakterystycznych sil przekrojowych.

M, =0, M- =V,-4m-H ,-3m=-0.40,
Mpy=Vy-4m—-1=-0.60, Mgz=0,

Vic=V,-cosa—H, sina=-008/m, Ny.=-V,-sima—H,-cosa=0.06/m,
Vep =—Vp =-0.10/m, Neg =0.

Mp=Mg ,c=(M, +M.)/2=(0-0.4)/2=-0.20,
Mgep=Mc+Mp)/2=(-04-0.6)/2=-0.50,
Mgps=Mp+Mg)/2=(-0.6-1)/2=-0.80
Sila podluzna w wiezi sprezystej nr 1: Sl =-V,=-0.10/m
Moment zginajacy w wiezi sprezystej nr 2: S; =M, =-0.40
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WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN — przyklad 4 — rama z wieziami sprezystymi

poddana dzialaniu sif, zmian temperatury, przemieszczen podpor i bledow montazu, 22.02.07
WyKkresy sil przekrojowych
o 3 % 8 QOG,
o gi g =) = = %
AN T | © l
95 — 2
w2 % N
3
£ £
= =
S @ S
4 PROJEKTOWANIE WSTEPNE PRZEKROJ ow PRET()W
Pret AC Potrzebny wskaznik wytrzymalo$ci na zginanie
max|M | - .
s MMy 39,5k 1'22 = 0.0002205m° = 202.5¢m>
Ja 215000kN / m
Przyjeto 1220 = W =278.18cm>, 1 =3060cm*, A =39.6cm®

EI 4 = 205000000kN / m? -0.00003060m* = 6273kNm?>
EA . = 205000000kN / m* -0.00396m> = 811800kN
GA ;. =80000000kN / m* -0.00396m> = 316800kN

Pole powierzchni srodnika — Aw,. =(h—2-¢,)-t, =(22cm—2-1.22cm)-0.81cm = 15.84cm*

Parametr ksztattu przekroju przy $cinaniu &, = 39.6cm” /15.84cm® =2.50
maxM|-y;  63kNm-12
Jfa 215000kN / m*

Przyjeto 1 240 = W =354cm> , I= 42500m4, A = 46.1cm?
El o = 205000000kN / m? -0.00004250m* = 8712.5kNm?

EA, =205000000kN /m* -0.00461m* = 945050kN
GA ;. =80000000kN /m* -0.00461m* = 368800kN

Awey =(h=2-1,)-t, = (24cm —2-1.31cm) - 0.87cm = 18.60cm’
Koy =46.1cm® /18.60cm’® = 2.48

= 0.0003516m> =351.6cm>

Pret CB W=

Sztywnosci wigzi sprezystych

. . ., EI . EI
Poniewaz w warunkach zadania nie okreslono, dla ktoérego preta przyjaé o i R mozna wybraé

dowolnie. Przyjmiemy jak dla preta CB.  Sztywnos$¢ wigzi sprezystych wynosza:

El : ?
translacyjnej k, = IOO-E—fZIOO-f@ZIOO-m:ka—N
L 5 (6m) m
EI : ?
rotacyjnej k, =20- ij =20-—%=20-. 871265](]\]’% =29042kNm
m

CB
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WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN — przyklad 4 — rama z wieziami sprezystymi
poddana dziataniu sif, zmian temperatury, przemieszczen podpor i bledow montazu, 22.02.07

5 OBLICZENIE SZUKANYCH PRZEMIESZCZEN OD OBCIAZENIA SILAMI

Przemieszczenia obliczono na podstawie wzorow:

M'-M" S, -8 M* M S;-S!

" I EI Z k, 2F I EI Z k,
Do obliczenia powyzszych catek zastosowano wzér Simpsona lub Mohra. W tym celu (ze wzgledu na
charakter wykresow momentéw zginajacych) przedstawiono je w postaci sum 3 catek
odpowiadajacych poszczegdlnym przedzialom, w ktorych funkcje podcatkowe speiniaja zalozenia

umozliwiajace zastosowanie odpowiedniego wzoru.

Przesuniecie:
st -sfs)-8F
i [M'MT -dx+ [M'MT-dx+ [M'MT ey 2P 2222 o
E AC AC CD CD DB DB kl k2
:%-5—’”-[O+4-25.375kNm-1.2m+39.5kNm-2.4m]+
6273kNm* 6
%-2—’”-[54.5-2.4+4-58.75-2+63-1.6]kNm2+
8712.5kNm* 6
+—1 M 163-1.6+4-31.5.0.8+ 0> + 07 CISTSN) | 2:4m-39.5kNm _ , 759,
8712.5kNm* 6 4034kN / m 29042kNm
Kat obrotu:
2 F 2 F
p=— [M?* M dx+ [M?* M -dx+ jM2-z\4F-dx+SlkS1 525

E AC AC CD CD DB DB 1 k2

T 6273kNm® 6
1 2m

_l_ -
8712.5kNm* 6

1 m
. [63-(=0.6)+4-31.5-(=0.8) + 0 - (=1) kNm +
8712.5kNm?* 6 [63-(-0.6) (-08) D]

~0.U/m:(Z1S.75kN) | =04-395kNm _ 6 02233 = ~0.02233rad = ~0.02233 - 12

4034kN / m 29042kNm V3
Uwaga: Nalezy zdawac sobie sprawe, ze szukane przemieszczenia obliczono pomijajac cztony

N'-N" eV VT , e L , ,
j i dx 1 _[ ——dx , ktore dla ram na ogot nie sa istotne. Otrzymane warto$ci przemieszczen

sa wiec przyblizone. W celu sprawdzenia czy tak jest rzeczywiscie obliczmy pominig¢te cztony.

[0+4-25.375kNm - (=0.2) +39.5kNm - (—0.4)] +

[54.5-(—0.4) + 4-58.75 - (<0.5) + 63 - (0.6) [kNm +

=-1.279°

N' NF I A F | A
A (N)= j J‘N N dx+ jN N dx =
EAAC AC CB CB
= 5—m [9.45kN - (=0.36) + 4 -3.45kN - (—0.36) — 2.55kN - (=0.36)] + 0 =
6-811800kN

=—-0.0000076m = —-0.00076cm
K- V V dx = K ,c
GA, .

Ap (=] iy e o [yt yt s B [yt =

AC CD CD DB DB

_ 5m-2.50
6-316800kN

. 248 [4.25kN -2m - (—0.4) —=15.75kN -4m - (-0.4)] = 0.0002962m = 0.02962cm
316800kN

[12.4kN -0.48 +4-7.9kN - 0.48 + 3.4kN - 0.48]+

Ap(V,N)=0.02962 - 0.00076cm = 0.02886cm
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WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN — przyklad 4 — rama z wieziami sprezystymi

poddana dziataniu sit, zmian temperatury, przemieszczen podpor i bledow montazu, 22.02.07
2 F
A, (N) = jN N e = [N?-NT-dx+ [N NTdx=
EAAC AC CB CB
= _oom [9.45kN -0.06/m +4-3.45kN -0.06/ m —2.55kN - 0.06/ m]+0 = 0.0000013
6-811800AN
Ay, (V)= jK VIV e~ Kac [rzvracs Beeo [y2 oyt avs S0 (2t gy =
GA AC GAc), cD DB DB
Sm-2.50
=————— [12.4kN - (-0.08/ m) +4-7.9kN - (—0.08/ m) + 3.4kN - (—0.08/ m)] +
6-316800kN
b 24 OSkN 2m - (<0.1/m) —15.7SKN - 4m - (=0.1/ m)] = 0.0000117
316800kN

A, (V,N)=0.0000013+0.0000117 = 0.00001299 = 0.0000 *180/ 7z = 0.00074°

Zestawienie wynikow obliczen przemieszczen od obcigzenia silami:

Przesuniecie:
-wartos$¢ przyblizona (bez wpltywu odksztatcalnosci poprzecznej i podtuznej)
Ay =7.59cm
-wpltyw odksztatcalnos$ci podtuzne;j A (N)=0.00076cm
-wpltyw odksztalcalnosci postaciowe;j A (V) =0.02962cm
-razem wpltyw odksztatcalnosci postacioweji podluzne; A, (V,N) = 0.02886cm
-warto$¢ doktadna Ap+Ar(V,N)=759m+0.02886cm = 7.616cm
-btad 0.02886 -100% = 0.38%

7.616
Kat obrotu:
-warto$¢ przyblizona (bez wptywu odksztatcalno$ci poprzecznej i podtuznej)

A,y =—0.02233rad =—1.279°

-wplyw odksztatcalnosci podtuzne;j A, (N)=0.0000013rad

-wplyw odksztatcalnosci postaciowe;] A,r(V)=0.000117rad

-razem wptyw odksztalcalnosci postacioweji podtuznej A, (V,N) =0.00001299rad = 0.00074°
-warto$¢ doktadna Ay +A, - (V,N)=-1.279+0.00074 = -1.279°

-btad 0.00074 100% = 0.00%

1.279
6 OBLICZENIE SZUKANYCH PRZEMIESZCZEN OD ZMIANY TEMPERATURY

o, - (ATw—ATp) .

h
przemieszczenia wyznaczamy na podstawie wzoréw

-(ATw — AT,
AIT:Z(C(T ( 2) p)QMlJ +Z(aT.ATO.QNI)p’
p D p

Uwzgledniajac, ze wyrazenia 1 a, - ATo sana dlugosci pretow stale,

AzT :Z(QT (ATw = ATp) 'QMz] +Z(ar 'ATO'QNz )p
p

h
P P
Okreslenie skladnikow wzorow dla poszczegélnych pretow
Dla preta AC Q. =M=6m2, QMZZ_Oi.sm:—lm,
Q,=-036-5m=-18m, Q= 06 Sm=3
m
6
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ATw=-5°C, ATp=20°C, ATo="TWHAIP _=5+20

=7.5°C (przekroj symetryczny),

2
h=022m (1220), ar (AT Z —ATp) _ 0'0000013 ' é‘;z‘ 20°C _ 001364/ m
- U. m

a, -ATo =0.000012/° C-7.5°C =0.00009

-(ATw — AT;
A1T,ACZO{T( }vlv p)'QM1+ar‘AT0-QN1:

=—0.001364/m-6m*> +0.00009 - (—1.8m) = —0.00834m = —0.834cm

ap - (ATw—ATp) o

Aosrogc = i w2 T arATo-Q , =-0.001364/m-(=1m)+0.00009-0.3 = 0.00139
24m-6 -(0.4+1)-6
DlaprgtaCB Q =" -70m> Q ,= (2)’" =—42m, Q,=0, Q=0
0 0 10-30 0
ATw=10°C, ATp=-30°C, ATo= 5 =-10°C, h=0.24m (1240),
ay -(ATw—ATp) _0.000012-(10—(=30))°C _ 0.002/ m
h ’C-0.24m
a, -ATo =0.000012/° C - (-10)’C = -0.00012
ar - (ATw— AT
Ajpeg=-—" ( p p) QL ta-ATo-Q =0.002/m-7.2m* —0.00012-0 = 0.0144m = 1.44cm
ar - (ATw—AT)
Aypop =—F ( p p) Q ot apATo-Q . =0.002/m-(-4.2m)+0.00012 -0 = -0.0084
Szukane przesunigcie: A =-0.834cm +1.44cm = 0.61cm
Szukany kat obrotu: A,; =0.00139-0.0084 = -0.00701 = -0.00701*180/ 7 = —0.402°

7 OBLICZENIE SZQKANYC,H PRZEMIESZCZEN OD BLEDOW MONTAZU I
PRZEMIESZCZEN PODPOR
Przemieszczenia obliczamy na podstawie wzorow:

AIA :ZMrln A¢m +ZVVI Ahv-’_ZN; ALn _ZR;{ Ar >
AZA :ZMnZ’t A(Dm +ZVVZ Ahv+ZN,3 'ALn _ZRE 'Ar

Ble¢dy montazu wystapity w dwoch przekrojach, co
symbolicznie zilustrowano na rysunku obok.

Bledy montazu znakuje si¢ analogicznie jak
odpowiednie sily przekrojowe tzn. zmiany kata jak
momenty zginajace, przesuni¢cia poprzeczne jak sity
tnace a odksztatcenia podtuzne jak sity osiowe.

Odksztatceniom podtuznym AL, 1 AL, przypisano

znaki zgodnie z zasada: wydtuzenie i sita osiowa
rozciagajaca ,,+”, skrocenie 1 sita osiowa $ciskajaca ,,-,,.

Symbole odksztalcen katowych ilustruja zmiany A
kata migdzy przekrojami rownoleglymi, co symbolicznie I A N
na osi preta i dla elementu odksztatconego przedstawiono
na rysunku obok.

Jesli tej zmianie towarzyszy wydluzenie widkien
wyrdznionych (symbol lewy) to takiej zmianie kata M ok
przypisujemy znak ,,+”” w przeciwnym przypadku (symbol Swyrémione V1 Wyréznione
prawy) znak ,,-,,. dX’F F dx+

Wynika stad, ze odksztatceniu katowemu w przekroju
,» 17 nalezy przypisa¢ znak ,,-,, a odksztatceniu katowemu w przekroju ,,2” znak ,,+”. 7
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Symbole odksztalcen postaciowych ilustruja poprzeczne
przesunigcie osi preta, co symbolicznie na osi preta i dla t =
elementu odksztalconego przedstawiono na rysunku obok

Symbol lewy oznacza deformacj¢ Ak o zwrocie Vv
zgodnym z dodatnimi zwrotami sity poprzecznej (znak ,,+”)a ==TNJjav AL >0 == XFAL<0
symbol prawy oznacza deformacj¢ Ah o zwrocie prze- \Y
ciwnym z dodatnimi zwrotami sity poprzecznej (znak ,,-”). ax ’| F dx # |¢

Wynika stad, ze odksztatceniu postaciowemu w przekroju
,» 17 nalezy przypisa¢ znak ,,-,, a odksztalceniu postaciowemu w przekroju ,,2” znak ,,+”.

Wartos$ci bledow montazu sa, wigc nastepujace:

Ap, =-1.5° =—1'158 7~ — 00262, Ap, =1° = 118 2 ~0.0175,
Ah, =-12cm =-0.012m, Ah, =1.4cm =0.014m,
AL, =-1.5¢cm =-0.015m, AL, =1lecm=0.01m
Sity przekrojowe od obciazen jednostkowych, w miejscach btedow, maja wartosci
M =12m, M,=08m, V' =048, v)=-04, N/ =-036, N,=0,

M?=02, M;=-08, V?=-0.08/m, V;,=-01/m, N} =0.06/m, N =0,
Przemieszczenia podpor wystapity w kierunku reakcji V', 1 w kierunku reakcji V.
Wynosza one Ay =lem=0.0lm, A, =0.8cm=0.008m.

Zwroty reakcji V, w rozwigzaniach od obciazen jednostkowych przyjgto zgodnie ze zwrotem
przemieszczenia podpory, wigc wartosci tej reakeji do obliczania przemieszczen przyjmujemy z takim
znakiem, jaki otrzymano w wyniku obliczen V=04 Vi=0.1/m
Zwroty reakcji V', w rozwigzaniach od obciazen jednostkowych przyjgto przeciwnie do zwrotu
przemieszczenia podpory, wigc do obliczania przemieszczen zmieniamy znaki tej reakcji.

Przyjmujemy: V,=-0.6 V:=0.1/m
WartoSci przemieszczen wynosza:

Przesunigcie

Ay =12m-(-0.0262)+0.8m-0.0175+0.48 - (—0.012m) - 0.4-0.014m — 0.36 - (—0.015m) + 0 +
—0.4-0.008m —(—0.6-0.01m) = —-0.0262m = -2.1cm

Kat obrotu

A,y =—0.2-(-0.0262)-0.8-0.0175-0.08/m - (—=0.012m) —0.1/m - 0.014m + 0.06 /m - (=0.015m) + 0 +

—0.1/m-0.008m —0.1/m-0.01m = —-0.008267 = —0.01187-180° / 7 = —0.68°.

http://www.iil.pwr.wroc.pl/zukowski




