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1. DANE | SZUKANE

Dany jest hiperstatyczny uktad zatlamany w planieschemacie statycznym i obgeniu
niemechanicznym jak na rysunku 1.1. Zaktadameykonstrukcja wykonana jest z rur stalowych

(tzn.

Gk =0.769 EJ,) RO 219.1x8, ze stali o wspotczynniku gqystasci podiuznej

E = 205 GPa,. Naig:

Sprawdzt czy zadany uktad jest rzeczyieie hiperstatyczny i geometrycznie niezmienny.
Stosuc metod sit rozwigzat go od zadanych olgien niemechanicznych.

PrzeprowadZi kontrok rozwigzania od obe@izen niemechanicznych (sprawdzstatyczi

i kinematyczg dopuszczaln& rozwigzania).

Obliczy¢ wartas¢ przemieszczenia w zaznaczonym miejscu oddzieldiewszystkich

obcizen niemechanicznych.
AT, Arg/i' )

‘ Ar,

/ 4m / 4m

/ /1 /

Rys. 1.1. Schemat statyczny

Dane do oblicz& ks = 1-10%° El/m?, AT1 =10 °C;AT, =-20 °C;AT3 =-15 °C;AT4 = -35 °C;
Ar1 = 0,01 radAr: = 0,02 mArs = 0,03 radArs = 0,04 m.

El, = 205000000 kN/- 2959,58 108 m* = 6067,139 kNn?,
ks =0,1- Ely/m3=0,1- 6067,139 kNm?/m? = 606,7139 kN/m.

2. Przyjecie uktadow wspotrzdnych

Przy rozwjzaniu przestrzennych uktadow konstrukcyjnych nielme jest przycie

globalnego uktadu wspokdnych dla catego uktadu ( przyp prawosketny ukiad osiXYZ) oraz
lokalnych uktadéw wspotdnychxyz dla poszczegoélnych elementow zaosibedaca osh preta
oraz osi z prostopad} do ptaszczyzny avigara zatamanego w planie. Prgyj globalny uktad
osi oraz uktad osi lokalnych przedstawiono na risuzl.
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Rys. 2.1. Globalny i lokalne uktady wspdaidnych

3. Sprawdzenie geometryczne] niezmiendoi uktadu i obliczenie stopnia
statycznej niewyznaczaln§ci

» Stopie statycznej niewyznaczalfm: n, =e—-3[

Rys. 3.1. Tarcze i wki

n,=7-32=1

» Uklad sktada si z dwoch tarcz. Kada z tarcz jest pgézona z ostajtrzema niezbienymi
wigziami. Caly dwigar zatamany w planie wraz z ostdworzy uktad geometrycznie
niezmienny. Warunki iléciowe (e=>3[) i jakosciowe geometrycznej niezmiersm s
spetnione

4. Przyjecie ukladu podstawowego metody sit

Uktad podstawowy metody sit otrzymuje @ uktadu zadanego po przgau lub odrzuceniu
nhwiezi i zasgpieniu ich niewiadomymi sitami hiperstatycznymi. faié rowna metody sit jest
statycznie wyznaczalny oraz geometrycznie nieznyienn
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* Ar,

/ 4m / 4m /

/ / /

Rys. 4.1. Ukfad podstawowy metody sit

5. Rownania kanoniczne metody sit

Rownania kanoniczne metody sit®wnaniami przemieszczeniowymi. Ogoélna pésta
uktadu réwna metody sit ma poséa

Od zmian temperatury: 5, X, +0; =0
Od osiadania podpory: 5, X2 +08,=0
przemieszczenie na kierunku i-tejei

M M) et ‘M) et 31311 nadliczbowej od jednostkowej j-tej
=[x+ j X+ Z niewiadomej w uktadzie podstawowym,

przemieszczenie na kierunku i-tejei
IM'aAT Ll ZUATW ~AT, o nadliczbowej od wptywu temperatury
h My w uktadzie podstawowym,

_ przemieszczenie na kierunku i-tejei
O = _Zn: RAT, nadliczbowej od wptywu osiadania podpor
w ukfadzie podstawowym

6. Definicja znakowania sit przekrojowych

Momenty zginajce My odkladamy po stronie wtokien rozganych w ptaszczyie xz. Znak
»1" jest po dodatniej stronie lokalnej asiMomenty skgcajgce odktadamy w ptaszczyie xz lub
Xy.

Znaki wynikap z przygtych lokalnych uktadéw wspokeginych, a definicja znakowania jest
pokazana na rysunku 6.1 i jest rasiaca:
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o J&li w przyjetym lokalnym uktadzie osi rownowsmy obchzenia po stronie zwkanej
z pocatkiem peta (p) to dodatnie sity przekrojowe majp zwroty przeciwne do
przyj etych osi lokalnych.

o J&li w przyjetym lokalnym uktadzie osi rownovzgmy obchzenia po stronie zwrzanej
z kohcem peta (k) to dodatnie sity przekrojowe map zwroty zgodne z przygtymi
osiami lokalnymi.

My\t/';\rllx
1A
Mx“\/\‘l\\/M&
T y

z

Rys. 6.1. Definicja znakowania sit przekrojowych

7. Rozwhizanie uktadu od przemieszczenia podpor

7.1. Rozwizanie uktadu podstawowego od przemieszczenia podpor

W uktadach statycznie wyznaczalnych atienia niemechaniczne nie powogippwstania
sit przekrojowych.

7.2. Rozwazanie uktadu podstawowego od %1

Rys. 7.2.1. Reakcje w uktadzie podstawowym od gelLX
Obliczenie reakgciji
> M, =R-X,[@m=0
R -14m=0 =R = 4m
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= R =-3n
= R = 4m
=R =8n
=R =-1
=R =-1

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentéw zginajcych

Y Mgz=-R-X,Bm=0
-R -1(Bn=0
> M, =-R'+X, @m=0
-R'+1@m=0
Y M =R-X,Bm=0
R -1Bm=0
YV,=R+X, =0
R +1=0
dVe=Ri+X, =0
Ri+1=0
M;.,=0
M3, = X, (Bm=5m
M} s = X, Bm=104m= 4n
M} s, = X, Bm=108n= 8n
M}, =0

ML, =-X, BW2m=-10W=-4/ M

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow skecajacych

|\W;I(-,IZ = |\ﬁ>:i-,2l=0
|VI>]<-,2B = |\/|>:i-,B2= Xl Bm:a‘n
Vi, =ML, =0

X,1A X,Al

Obliczenie rzednych sit thacych

\721,21 :\7zl,12 =-X,=-1
Vz,FzB :Vz,FBz = _Xl =-1
Vzl,Al :Vzl,Al = _Xl =-1

Sita podtuzna w wigzi sprezystej: S}

:—F_ijl
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a)

TTTTT /e

“‘:5,@\6/m

-1

Rys. 7.2.2. wykresy sit przekrojowych od X 1:
a) momenty zginage, b) momenty skcajce, c) sity tace

7.3. Obliczenie wspotczynnikéw i wyrazow wolnych uldu rownan metody sit

Do obliczenia catek we wzorach podanych w p.5 asmstano wzory uproszczonego
catkowania (wzor Simpsona lub wzor Wereszczagina).

MIM}! MM Sist 1 1 1 2
5= [y g (MM g e 3% = 1 g e P rem+ L el ay 2moa/ me20e 4 2m+
11 I El, I Gl, k, EI, 2 3 El, 2[(4/_)n 4l 3 €4 2

y

4m
6El,

+

3 3
[4mm+ 40BmBn+ 8n(Ig] +———— OBOMOB+——— = 41,6667+ 60,3395 +
0,76l El, El Bl
0,1 y y
m
m3 3 m3 3
+149,333% — + 46,814%‘— +100 = 308,1538;—

y y y y

Wyrazy wolneda nalezy obliczy¢ wedtug wzoru
514 = _z R?Arn

Przemieszczenia podpory wystija w weztach A i B (przemieszczenia pionowd, i Ara
oraz obrotyAr1i Ars). Wartgci reakcji wyznaczono w punkcie 7.2.

d, = —RIAr, - RjAr, = -[4m(D,01+ ¢ 1)700,02n+ £ 300,08 « 1) 0,0d =- 0,04 0502  OnO9
+0,04m= 0,1n
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7.4. Szczegotowa postauktadu rownan metody sit i jego rozwizanie

3 E| 2
308,15385 X2+ 04th= 0 = X®=- 0,000356862=— 0,000§88 KNI __ " 16
m
y
7.5. Obliczenie wartdci sit przekrojowych i sporzadzenie wykreséw
Reakcji i sit przekrojowe obliczono korzysfejz zasady superpozycji
R'=R'IX, My =My DX,
My =My, OXF, Vi =\7zl,ij B¢y
Reakcje:
R® = R![X" =4m[{-2,1658kN = - 8,663@N [In R =R; (X =-1[{-2,1658kN = 2,165&\
R} = R} [X} =-1[1-2,1658kN = 2,165&\ R = RI X2 =4m[{-2,1658kN = - 8,663\ [

RS =R} X" =3m[{-2,1658kN = - 6,497MN In  R® =R X% =8m[{-2,1658kN = - 17,3264\ [in

Momenty zginajace:

11 A A
Pret Punkt My X My
m kN kN O
1 0 0
12 2 5 -10,8290
) 2 4 > 1658 -8,6632
B B 8 ’ -17,3264
1 0 0
1A A 42 12,2516
Momenty skrecajace
11 A A
Pret Punkt M. 2 —M X
m kN kN [
1 0 0
12 2 0 0
2 3 -6,4974
-2,165 :
2B B 3 ’ & -6,4974
1 0 0
1A A 0 0
Sity thace
71 A A
Pret Punkt h 2 Vai
1 kN kN
1 -1 2,1658
12 2 -1 2,1658
2 -1 2,1658
-2,165 :
28 B -1 1058 2,1658
1 -1 2,1658
1A A -1 2,1658

Sita w wiezi sprezystej: S =S} X! =1[{-2,1658kN [in= - 2,165\

8
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-10,829 kNm
\-8,6632 kNm

17,3264 KNm

£
) /HHHHE

—

-6,4974

12,2516-kNm

N

4
(o]

2,165

Rys. 7.5.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowyad osiadania podpor:
a) momenty zginggre, b) momenty skcajpce, c)sity tace

7.6. Kontrola poprawnaosci rozwigzania

7.6.1. Kontrola kinematyczna rozwgzania

Kontrola kinematycznej dopuszczalndci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodob
przemieszcze ukladu rozwizanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscaqa
kierunkach usurtych lub przegitych wiezi. Wartcci obliczonych przemieszcaemusz byc¢
takie, jakie wynikaj ze sposobu podparcia uktadu.
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Ay = jMEIMV dx +j M, s ZS"[S* ZRAr Gltq 10,8290kN mnmm[-lgmﬁw

y

i%mz,zslw mnm/_m[-gmf 4 on+

~ 17,3264) (0 m+

y

+;[q—6,4974}<N [@mBm+ 422 1658N L [4mD,0%+ ¢ 100,00+ { 30 0,08 - ) 0,04 =
0, 76l El,
g 01 -
m

_—90,241kN [’ — 130,68FKN [n° - 323,4264[m°- 101,3889Mm°-  21}658n°
El

y

+0,1Im=

3
__B67.3000RN o
6067,13%N [in

7.6.2 Kontrola statyczna rozwfzania

Kontrola statycznej dopuszczalnéci rozwigzania polega na sprawdzeniu czy sity
spetniaj rownania réwnowagi na giach i w weztach. Wektory sit przekrojowych wskazuj
dodatnie wartéci zgodnie przyjtymi lokalnymi uktadami wspotednych.

My, V.
P z,2B MyBZ
MVz,zlt (2 Myog  Mxos / My g2

X,2
) l V;.28 /M y,2B l VzB2

M yz\\ / y2l

/ x,21

Vz 12] l VZ 21
M x 12 /

z,12 \ M 12

/M x,12

i\M %1A

Vz, 1A

M . 1/\\‘le 1A

y Al
\ Pt /X

/| N

Rys. 7.6.1. Podzial nagty i wezty, dla ktérych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
Pret 2-B

> M, =M, ~Mygy,=—6,4974N [In— € 6,4974N [in= 0,
ZMYB—M§ZB—M532 -V2, @m=-8,663XN - ¢ 17,3264\ [n— 2,16&8 [ nmi=
DV, =V —VE, = -2,165&N — ¢ 2,1658N = 0.

10
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Wezet 1
> M, =Mg,s ~Mg,,[0,8-M; ,,[0,6=-6,497KN [In—~ & | 10,829\ (1 06
DM, =M, + ML, - M7, [0,8= (-8,6632N [+ G- £ 10,829@N (im0 08 O,

DV, =V ~V, s =2,165&N — 2,16568N = 0.

8. Rozwizanie uktadu od temperatury

8.1. Rozwazanie ukladu podstawowego od temperatury

W uktadach statycznie wyznaczalnych @lenia niemechaniczne nie powodglgjowstania
sit przekrojowych

8.2. Rozwhizanie uktadu podstawowego od %1

Jak w punkcie 7.2
8.3. Obliczenie wyrazéw wolnych uktadu réwna metody sit

Wyrazy woln&r nalezy obliczy¢ wedtug wzoru

_, AT, -AT AT, - AT
JZLT:J‘M)];OI h . X:za me

p
gdzieATw to temperatura po dodatniej stronie psiT, to temperatura po stronie ujemnej psi

h to wysoka¢ przekrojuhro219.1xe= 0,2191 m. Do obliczeprzyjmiemy:a = 0.000012C,

+
Q. —EMEME=1257 Q. =4 omt,
vz 2 My 26 2
AT, -AT . o
& =Y a~—"""rq_ =0,00001z~ 32" C299C 55 574 00000t F 0= £ 3 gy
p h Vl OC O,Zlgl'n oC 0721%

=0,0205n+ 0,0263 0,0468 .

8.4. SZCZEGOLOWA POSTAC UKLADU ROWNA N METODY St | JEGO
ROZWI AZANIE

§067,13@N [in* _
J > -

: El
308,1538%X1T +0,0468= 65 X/ =- 1,520 T—L=- 1,520 0, 9@
m

y

8.5. Obliczenie wartdci sit przekrojowych i sporzadzenie wykreséw

Reakcji i sit przekrojowe obliczono korzysiajz zasady superpozycji

R =R'X],

T —_pal T
My,ii - My,ii Xy,
MT =ML XT

X,ij X,ij 1

VI =V X

Zjij zZ,ij

11
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Reakcje
R’ =R'[X] =4m[{-0,9220kN = - 3,688kN [in Rl =R, [X{ =-1[{-0,9220kN = - 0,922kN
R = R} [X] =-1[{-0,9220kN = 0,922kN Rl = REDX] =4m({-0,9220kN = - 3,688KN [in

Rl =R} X] =3m{-0,9220kN = - 2,76KN [in Rl =R} [X] =8m[{-0,9220kN = - 7,376kN [in

Momenty zginajace

1 1 T T
Pret Punkt My X My
m KN kN [n
1 0 0
12 2 5 -4,6100
B 2 4 0.9220 -3,6880
B 8 e -7,3760
1 0 0
1A A 42 5,2156
Momenty skrecajace
1 1 T T
Pret Punkt Mai A My
m KN kN [n
1 0 0
12 2 0 0
2 3 -2,7660
2B B 3 -0,9220 2.7660
1 0 0
1A A 0 0
Sity thace
71 T T
Pret Punkt h 25 Vay
1 kN kN
1 -1 0,9220
12 2 -1 0,9220
2 -1 0,9220
2B B x) -0,9220 0.9220
1 -1 0,9220
1A a -1 0,9220

Sita w wiezi sprezystej: Sf =S} X =1[{-0,9220kN [in= - 0,922kN

12
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\.

m

e

N

N\ -4,61 kNm
| 1-3,688 kNm

7,376 KNm

b) JINRNNNEN

pd
=
N
AN
(o))
o

0,922 kN

\
\
AN
\L
\
\]

Rys. 8.5.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojoWwyar obcizenia temperatgr
a) momenty zgingge, b) momenty skcajce, c) sity tace

8.6. Kontrola poprawnaosci rozwigzania
8.6.1 Kontrola statyczna rozwazania

Pret 2-B

> M, =M, =M, =-2,766(N [In— ¢ 2,766QN [In= 0,

ZMVB—MJZB MJ g, =V, 5 @m=-3,688&N In— ¢ 7,3760QN [In— 0,920l (] nd=
DV, =V e =V, =0,922N - 0,922kN = 0.

Wezel 1

> M, =M, =M, [0,8-M] ,,[0,6=-2,766BN [In- & | 4,610RN\ (O 06
DM, =M. +MJ, ~M] ,,[0,8= (-3,6880kN [+ G- { 4,6108N 1 08 O,
DV, =V, =V, 5 =0,9220N - 0,922kN = 0.

13

-2,766
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8.6.2. Kontrola kinematyczna rozwgzania

MIMT MM T Sios AT, - AT,
Dy = | élyydx+j éIXde+zn:—S" b3 a :

+E_T[-12}[5,2156\| mmfm%mf 4 2n+

Q. = ET G%Eq—4,6100)<N DmDEm[-lgDm+

n p y

+

6‘:: [(-3,6880kN [O4n+ 41¢ 552N 0B+  7,376@) On§ +
y

1 -2,7660kN mn@mam+ 22220 L ) 0000123 2t = £ 200 1gp e
0,76l 01Ey °C 0,219In
1 m3

+0, 0000122L g€~ €35)C
°C 0,219

—_ 3 - 3 - ¢ - ’ B ?
_ -88,4167° — 55,633N [in 137;4@3 [ 43,1686 K82 +0,0468n=

y

024 =

3
_ _ 283,973&N [in +0,0468n= 0.
6067,13%N [

9. Obliczenie przemieszczenia

Do wyznaczenia przemieszézwykorzystano twierdzenie redukcyjne, ktore pozwadato
aby jedno z otrzymanych rozygian bylo w ukiladzie statycznie wyznaczalnym. Ponigwa
rzeczywiste sity wewgtrzne zostaly uzyskane we wémejszych punktach, nalg rozwigzat
dowolny uktad podstawowy od sity jednostkowej] w jsie i kierunku szukanego
przemieszczenia. Gdy znane jest raganie ukladu hiperstatycznego, przemieszczenia
wyznaczanesgze Wzorow:

Vi T Qa T -
A, :j—M E[IM dX+Zﬁ+ZGMQW +> ahTQ.,,
n kn p h ’ P ’
_ MaMA M)?Mf §na[SnA Da
AaA_j é|deX+I G|X dX+; kn _ngArn'

14
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9.1. Rozwjzanie uktadu podstawowego od obgzenia jednostkowego
w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia

-/

A A A

Rys. 9.1.1. Reakcje a1

/ 4m

Obliczenie reakcji

D> M, =R -1Em=0 =R’ =4m
ZMxB:—RB =0 =R/'=0
> M, =-R’+1E@m=0 =R =4m
> M=R=0 =R'=0
SV, =R +1=0 =Ry =-
DV =R/+0=0 =>R'=0

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow zginajcych
M?lz = M;”le 0
M g2 = M ’.,=0

Ma

yiA =
M?, =-10W2m=-4/n

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow skecajacych
M{,=M{, =0

M =M, =0

M{ =M, =0

Obliczenie rzednych sit thacych

VS, =V,%,=0
Ve =V, =0
Vi =V, =-1
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Sita podtuzna w wiezi sprezystej: S; = -R! =1

a)

Rys. 10.1.2. Wykresy sit przekrojowych od sityedtkowej na kierunku szukanego
przemieszczenia: a) momenty zgitag, b) momenty skcajce, c) sity tace

9.2. Przemieszczenie od osiadania podpor

jM Msd j Xd +Z [51 Z&Ar —0+—E—|}EL2 251&NDmD4/_2nEEDf 4 m+

OEI. 130,683 %N [’

#0+0+—- —[4m[0,01+ ¢ 100,0m+ @ 0,08 o,fn}: - - 002
012 v
m’
3
__130.683KNDT o - oan

6067,139%KN [’

9.3. Przemieszczenie od zmian temperatury

MMT 5 ESn AT -AT
y X w p —
D= 2D dx + j g+ Z +Za —5Q, =0+
- 3 _ 3
L s, 0158 Dmm/_magm(- 4/_2m+ 6 o o >XOSSNIM _ - S563BMNIM __ 97:- o
> 3 El 6067,13%N [

y y
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