MP — Roéwnania i ich wspotczynniki 20.11.2017
ROWNANIA KANONICZNE METODY PRZEMIESZCZEN

k. P, + ﬁz:kw .§ﬁ + kio =0, dlai=1,2, .., 1

k.-¢j+§1kaﬁ-5ﬂ+kao=0, dla @ =1,2, ..., 05

dzie
zi(gioczyny k@, oraz k-6, sg momentami w rotacyjnej wigzi "i” wywotanymi odpowiednio:
— obrotem rotacyjnej wigzi "j" o kat ¢,
— przesunigciem w miejscu i kierunku translacyjnej wigzi "f" 0 8,
kj» ki, k, sg momentami w rotacyjnej wigzi "i” wywotanymi odpowiednio:
— obrotem rotacyjnej wigzi /" o kat ¢, =1,
— przesunigciem w miejscu i kierunku translacyjnej wigzi ""0 6, =1,
— obcigzeniem zewngtrznym,
iloczyny k- ¢, oraz k,; -6, sg sitami w translacyjnej wiezi "a” wywotanymi odpowiednio:
— obrotem rotacyjnej wigzi 7" o kat -@;,
— przesunigciem w miejscu i kierunku translacyjnej wigzi "' 0 6,4,
kys Kop» kg, sg sitami w translacyjnej wiezi "a” wywotanymi odpowiednio:

— obrotem rotacyjnej wigzi /" o kat ¢, =1,
— przesunigciem w miejscu i kierunku translacyjnej wigzi "' o 6, =1,

— obcigzeniem zewn¢trznym.
Z powyzszych okreslen wynika, ze wspotczynniki "k" mogg by¢ podzielone na 6 grup to jest:
— momenty w dodanych wigziach rotacyjnych wywotane:

— obrotami (K,,=[k; ],
— przesuni¢ciami (K s=[k, 1),
— obcigzeniem zewng¢trznym (K, =lk,]1)
— reakcje w dodanych wigziach translacyjnych wywotane:
— obrotami (K5¢=Kf;5=[kaj]),
— przesunigciami (Kss=lk,z D,
— obcigzeniem zewngtrznym (K =[k,1).
W zapisie macierzowym uktad réwnan moze by¢ przedstawiony w postaciach
Ky, o klnwﬂ ky, - ky, 1Te ] ko]
I A LTS N Kno | _ l:KW,Kw:I.{CD]{KW} CKoPrK -0
ky, e k%’ ks e kg, o, ko K, .Ks; | |A K, ¢
L T A ey i F N B
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WZORY OKRESLAJACE WSPOLCZYNNIKI UKEADU ROWNAN - teoria rzedu 1-go

Reakcje (momenty) w dodanych wigziach rotacyjnych wywotane jednostkowymi obrotami dodanych
wiezi rotacyjnych

K,,; k, = ;M] +k? =Zaij “EJ, |L, +k!, k,=M]=b,-EJ,[L, dla j=i

gdzie M’ =M (p, =) =a; EJU/LZJ, M’—MU((DJ—I) b EJU/L
J —numery weztéw polaczonych pretami z weztem i .

Reakcje (momenty) w dodanych wig¢ziach rotacyjnych wywotane jednostkowymi przesuni¢ciami w miejscach i
kierunkach dodanych wigzi translacyjnych

K3 kig ZMﬁ - _th/ EJ, /Lt/ '//1/ ’ gdzie Mf =M, =1)=~c; EJ, /Li/‘ .l//!/ﬁ’

y b

t//!.j =y, (0,=1)= Afj /L!/ — kat obrotu ci¢ciwy preta i ,
Afj =A,; (65 =1) — wzajemne poprzeczne przesunigcie koncow preta ij .

Reakcje (momenty) w dodanych wig¢ziach rotacyjnych wywotane obcigzeniem danym

— ZM;}F _Mio
—
. _ _ oA
K(po > kiy =k = Zng
J
ki = ZM ;T
J
: oF oA ol , . .. .. .
gdzie M M, M, —momenty na koncu i preta ij wywotane obciazeniem,

M — moment obciazajacy wezet i.
Reakcje (sity) w dodanych wigziach translacyjnych wywotane jednostkowymi obrotami wigzi rotacyjnych

K, k., =—Z(Mij/" + M)y :ZV&'/ A :_Zc/‘i EJy Ly -y

. i 2
gdzie Vi =V(p,=)=-c; LEJ, (sz) :

Reakcje (sity) w dodanych wigziach translacyjnych wywotane przesunigciami w miejscach i kierunkach
dodanych wi@zi translacyjnych

K =— (Mﬁ+Mﬂ) +> k%ALY ALY =
29 le
zVﬁ A +Zk§ ALY ALY =Xd, - EJ Ly -y -w] + 3k ALY <AL
s i s

gdzie ALY — wydiuzenie wigzi sprezystej translacyjnej wywotane przemieszczeniem 6, =1.
Reakcje (sity) w dodanych wigziach translacyjnych wywotane obcigzeniem danym

XM My S
,,

K&); kao: kaA:_Z(M;A MUA) l//lj +zké' ALa'ALOA

s

ke == (M;T+ M)y +Zk5 ALY AL
i

gdzie Oj —przemieszczenie w miejscu i kierunku sity F, wywolane przemieszczeniem 6, =1,

ALZA,ALZT — wydtuzenia wigzi sprezystej translacyjnej wywotane przemieszezeniem A lub
zmiana temperatury.
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MOMENTY WYJSCIOWE OD OBCIAZEN
Ze wzgledu na sposdb wyznaczania momentéw brzegowych w uktadzie podstawowym
obcigzenia dzielimy na:
- wywolujace w uktadzie podstawowym przesunigcia weztow,
- 1nie wywotujace w uktadzie podstawowym przesuni¢¢ weztow.
Do grupy obcigzen wywolujacych, w uktadzie podstawowym, przesuniecia weztow naleza:
- przesunigcia weztow A, lub ich sktadowe u, (po ich roztozeniuna u, 1 v,),
- zmiany dlugosci pretow AL,
- zmiany temperatury w czgsci reprezentowanej przez zmiany w osiach pretow ATo
wywolujace zmiany dlugosci pretow AL =a, - L-ATo.
Dla tych obcigzen nalezy wyznaczy¢ katy obrotu cigeiw pretow ;) na podstawie warunkow
kinematycznych i na ich podstawie momenty brzegowe ze wzoru M =—c, EJ, / L;v;,
ktore od kazdego z tych obcigzen mogg by¢ rozne od zera dla wszystkich pretow.
Do grupy obcigzen nie wywolujacych, w ukladzie podstawowym, przesunie¢ wezlow naleza:
- obcigzenia sitami (M, F,q),
- zmiany temperatury w czesci reprezentowanej przez roznice AT = ATw— ATp,
- btedy montazu typu A¢ 1 Ah
- przemieszczenia podpor ¢, (obroty)
1 v, .(sktadowe przesynig¢ prostopadte do osi pretow przylegtych)
Dla tych obcigzen wyznacza si¢ momenty brzegowe na podstawie stosownych wzoréow zaleznych od
typu obcigzenia 1 typu preta tylko dla pretow, na ktore dziatajg te obcigzenia.
Zatem
w przypadku obcigzen silami (M, F,q) (nie wywoluja one przesunieé¢ wezlow w ukl. podst.),
momenty brzegowe w uktadzie podstawowym M * wyznacza sie na podstawie stosownych wzorow
tylko dla pretow, na ktore dziatajg te obcigzenia.
w przypadku obcigzen zmianami temperatury (A7w,ATp)
roznice AT = ATw— ATp) nie wywolujg przesunie¢ wezléw a momenty brzegowe w

uktadzie podstawowym M ! (AT,)=—c; - EJ, / L; '(//;T wyznacza si¢ od nich na podstawie stosownych

wzorow tylko dla pretow, dla ktorych réznice te sg rézne od zera,
zmiany temperatury w osiach pretow ATo wywoluja przesuniecia wezléw a momenty

brzegowe w uktadzie podstawowym M *" wyznacza si¢ od nich z wykorzystaniem wzoru
M ;T (ATo)=—c, - EJ, / L, -l//;T dla wszystkich pretéw, co wymaga uprzedniego wyznaczenia katow
obrotow cieciw pretow ;" od AL =, -L-ATo,
w przypadku obcigzen przemieszczeniami podpor i bledami montazu
(¢, Ar=(u,,v,),Ap,Ah,AL)

obroty podpor ¢, , sktadowe prostopadte przesunie¢ v, 1 btedy montazu Agp,Ah nie
wywolujg przesunie¢ wezldw a momenty brzegowe w ukladzie podstawowym M ;A (@,,v,,Ap,Ah)
wyznacza si¢ od nich na podstawie stosownych wzoréw tylko dla pretdéw, dla ktérych te wielko$ci sg
rozne od zera,

przesuni¢cia podpoér A ,u, ibtady montazu AL wywoluja przesunigcia wezléw a
momenty brzegowe w uktadzie podstawowym M ;A (A,,u,,AL) wyznacza si¢ od nich z
wykorzystaniem wzoru M ;A (A,,u,,AL)=—c,-EJ; / L, -W;A dla wszystkich pretow, co wymaga

uprzedniego wyznaczenia katdéw obrotow cigciw pretow I//;A od tych wptywow.
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WYZNACZANIE PRZESUNIEC WEZELOW I KATOW OBROTU CIECIW PRETOW
Przesunigcia wezidw, wzajemne poprzeczne przesuni¢cia koncow pretdw i1 katy obrotu cigciw
pretow moga by¢ wyznaczane z wykorzystaniem zwigzkow kinematycznych dla pretow.
W przypadku gdy zmiany dtugos$ci pretow sg zerowe AL =0 mogg by¢ w tym celu wykorzystane
réwniez plany przesuni¢¢ lub zwiazki analityczne dla zamknigtych ciaggdow pretow.

ZWIAZKI KINEMATYCZNE DLA PRETOW

Przesunigcia weztow wywolane przesunigciami podpor 1 zmianami dlugosci pretow moga by¢
wyznaczane na podstawie zwigzkow kinematycznych w postaci:

u, -(— cosapk)+ v, -(— Sil’lapk)-‘r Up -cosa ,, +v,-sina ,, =AL
u,-sina, +v, -(— cosapk)+ uy -(— sinapk)+ Vi oS =A

gdzie u u, ,v, - skladowe przesuni¢¢ koncow pretow,

p’ vP ’
odpowiednio, w kierunku osi x 1y,

indeks p —numer wezla poczatku preta,

indeks k& —numer wezta konca preta,

AL, - wydluzenie preta pk,
A, - wzajemne poprzeczne przesunigeie koficow preta pk,
cosa,, =Lx, /L, sina =Lypk/ka'.

Powyzsze zwigzki mogg tez by¢ przedstawione w postaci -
—u, tu, =AL, -cosa, —A , -sina,,

=V, v, =AL, -sina,, +A , -cosa .
Zwiazki kinematyczne wykorzystuje si¢ w ten sposob, ze buduje si¢ uktad réwnan, ktory tworza:
— zwiazki migdzy przemieszczeniami koncow pretow a zmianami ich dtugos$ci dla kazdego preta
(tyle rownan ile pretow)

u, \—cosa, J+v,- (— sinapk)Jr U -cosa , +v, -sina,, =AL .,
— warunki uwzgledniajace, ze katy obrotu cigciw a wigc 1 wzajemne poprzeczne przesuni¢cia ich

koncow dla pretow: wspornikowego i sztywno tyzwa sa rowne zero A , =0

(tyle rownan ile pretdw tego typu)

u,-sina, +v,- —cosapk)+uk -(—smapk)+vk cosa,, =A, =0.

Pk

(wygodniej dla tego typu pretow wykorzystywac warunki:

—U, +uy =AL -cosa v, +v =AL, sina ),

— oraz warunki brzegowe (dane przesuni¢cia — mogg oczywiscie by¢ zerowe).

Rozwigzanie tego uktadu réwnan okresla przesunigcia wszystkich weztow uktadu (dwie
sktadowe dla kazdego wezta).

Pozwala to na obliczenie

— wzajemnych poprzecznych przesunig¢ koncow pretow

A =u, sina, +v, -(— cosapk)+ uy -(— sinapk)+ Vi oS s
— katéw obrotu cigciw pretow Vo =D Ly,
— momentow brzegowych dla pretow M, =~ "EJ, L, ¥,

— oraz inne potrzebne przesuni¢cia jak zmiany dlugosci wiezi sprezystych
1 przemieszczenia punktow przytozenia sit.
W szczeg6lnym przypadku gdy AL, =0 postgpowanie jest analogiczne jednak dla pretow:

wspornikowego i sztywno fyzwa warunki, ze A , =0 prowadza do rownosci:  u, =u;, v, =v,.

4 http://zsibb.pwr.wroc.pl/zukowski




