ZADANIE 1.

12 Tajektoria. ruche (Cbroz fazowy)

1.1. Zadany obraz fazowy
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Jezeli krzywa obrazu fazowego jest krzywa zamknigta, to ruch jest periodyczny (okresowy).
W analizowanym przyktadzie krzywa fazowa ruchu jest zamknigta, zatem rozwinigcie
czasowe reprezentowac bedzie funkcja spetniajaca warunek okresowos$ci. Ponadto ze wzgledu
na pewne podobienstwo do ruchu punktu materialnego po okregu, mozna wywnioskowac ze
funkcja rozwinigcia czasowego w analizowanym ruchu bedzie miata postaé

q(t)=r(t)*sin(pt)
podczas gdy dla ruchu po okregu mamy funkcje: q(t) =r *sin(pt).

Aby wyznaczy¢ promien krzywizny zmienny w czasie, zatézmy ze ruch odbywa si¢ po
krzywej ze statg predkoscia katowa p. Wowczas prawdziwe sg relacje:

y(t)=r(t)*sin(p*t)
x(t) = r(t)*cos(p*t)

wspotrzedne te musza spetnia¢ rownanie odcigtej X = r oraz roOwnanie okregu o $rodku w
punkcie (x,y), stad:

e da0O<pt<Z
4

T) = cos(pt)
r(t)=

cos( t)

o dlaZ<pt<Z
4 2

(X_Xo) (y YO) re

(rt)*cos(p*t)—r)* +(r(t)*sin(p*t)-2r)* =

jest to rownanie kwadratowe ktorego rozwigzaniem sg pierwiastki

r,(t) = 2r *sin(p*t)+r*cos(p*t)—a*+4*sin(p*t)*cos(p*t)—3*cos?(pt)
r,(t) = 2r *sin(p*t)+ r*cos(p*t)+a*/4*sin(p*t)*cos(p*t)—3*cos?(pt)

przy czym musi by¢ spetniony warunek
r<r(t)<2r

stad

r(t) = 2r *sin(p*t)+ r*cos(p*t)—a*,/4*sin(p*t)*cos(p*t)—3*cos?(pt)



Rozwinigcie czasowe w pierwszej ¢wiartce ma zatem postac:

q'(t)=

r : s
* *t O<pt<—
cos(pt) sin(p*t) P 4p

[2r*sin(p*t)+ r*cos(p*t)—a*/4*sin(p*t)*cos(p*t)- 3*cosz(pt)]*sin(p*t)

T o<ptc X
4p 2p

W kolejnych ¢wiartkach rozwigzanie uzyskuje si¢ formutujgc nastepujgce warunki:

* w drugiej ¢wiartce (X + r)2 + (y — 2r)2
* w trzeciej ¢wiartce (x+r1)* +(y +2r)?
* w czwartej ¢wiartce (x — 1) + (y + 2r)?

q"(t)=

q"(t)=

q" ()=

2

r
r2

r2

[Zr*sin(p*t)— r*cos(p*t)—a*\/—4*sin(p*t)*cos(p*t)—3*cosz(pt)]*sin(p*t)

T op<T
2p 4p
_ r *of *t 3_7Z-< t<£
cos(pt) sin(pt) 4p P P
" xgin(p*t T <2
cos(pt) sin(p*t) p- b= 4p
[—Zr*sin(p*t)—r*cos(p*t)—a*\/4*sin(p*t)*cos(p*t)—3*cosz(pt)]*sin(p*t)
ST <
4p 2p

[— 2r *sin(p*t)+r*cos(p*t)- a*\/—4*sin(p*t)*cos(p*t)—3*cosz(pt)]*sin(p*t)
3 o<
2p 4p
r 2

*gj *t — < ptL—
cos(pt) sin(p>t) "



q(t)

Wykres rozwini¢cia czasowego

=1

3
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2.1. Wykresy ruchéw skladowych oraz wypadkowego

q(t)

oo | R

Kolor czarny — ruch wypadkowy: q(t)= g, (t)+ g, (t)+as(t)

2.2. Wezly ruchu dla dwoch ruchow wypadkowych

Dla dwoch wybranych ruchow q; oraz g, mamy:

sin(2a) = 2*sin(a)* cos(a)

q(t)= a*sin(pt)+%*sin(2 pt)=a*sin(pt)+a*sin(pt)*cos(pt)
q(t) = a*sin(pt)* 1+ cos(pt))



Warunek na wyznaczenie w¢ztow ruchu: q(t) =0

q(t)=a*sin(pt)*(cos(pt)+1)=0

a*sin(pt)=0 lub  1+cos(pt)=0
cos(pt)=-1
sin(pt)=0 cos(pt)=cos(z +2*n*z)
t_n*;r p*t=z+2*n*r
*Nn*
p (o7 2*n*rx
p p
: n*z T 2*n* :
Stad wezty ruchu zlokalizowane sg w punktach t = , == , co sprowadza si¢
Y p

*
do wartosci t=

i przy czym ne C (catkowitych).

2.3. Okres ruchu wypadkowego

Analizowang funkcj¢ mozna przedstawi¢ w postaci dwoch ruchow sktadowych:
q,(t)=a*sin(pt)

q,(t)= %*a*sin(z pt)

Stad

@ =P w, =2p

n =1 n,=2

T1=2—7T T,=2
p p

2r*n, _2z*n, 2z*1 _2z*2 _2zm
@, W, Y 2p p

2.4. Ekstrema wychylenia
. 1 .
q(t)= a*sm(pt)+5*a*sm(2 pt)
Pierwsza pochodna podtug czasu ma postac:

gt)=a* p*cos(pt)+%*a*2* p*cos(2pt)=a* p*cos(2pt)+a* p*cos(pt)



Stad przyrownujac pierwsza pochodng do zera wyznaczy¢ mozna ekstrema lokalne funkcji
q(t), przy czym rozwazania dotycza tylko przedziatu te[0 ; 2n/p]

Przydatny bedzie wzor trygonometryczny: cos(2a ) = cos?(a)—sin?(«)

Stad

G(t)=a* p*cos(2pt)+a* p*cos(pt)=

—a* p*(cosz(pt)—sinz(pt))+ a* p*cos(pt)=

= a* p*(cos?(pt)—1+cos?(pt))+a* p*cos(pt) =
=2*a* p*cos®(pt)+a* p*cos(pt)—a* p

2*a* p*cos®(pt)+a* p*cos(pt)-a*p=0
Jest to rownanie kwadratowe, jezeli podstawimy
cos(pt)=x, xe[-11]
2*a*p*x’+a*p*x—a*p=0

Stad: x=-1 v x=05

1°  cos(pt)=-1

cos(pt) = cos(z)

p*t=nrx
(T
Y

2° cos(pt)=05

cos(pt) = cos[%) cos(pt) = cos[%zj

p*t:% lub p*t:%[
t=" =%
3p 3p

Zatem ekstrema lokalne wystepuja w punktach:

R 2
p 3p 3p

1 wynoszg odpowiednio



q zj:a*sin(p-z +3*sm(2p —]=0
p p) 2 Y
T . T a . T
— |=a*sin| p-— |+—=*sin| 2p-— |=1,3a
| 3pJ [p SpJ 2 ( P 3pj
q ST =a*sin p~5—7r +3*sin 2p-5—” =-13a
3p p) 2 3p

2.5. Rysunek na przedziale te[0;T]
Dla p=1oraz a=1 otrzymujemy
alt) = sin(t)+>sin(22)

T=2x

oraz punkty ekstremalnych wychylen
t=13 t=0, t=-13

q(t)
13t

-1.31
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3.1. Wyznaczenie sztywnos$ci na Kierunku wspolrzednej uogdlnionej

Analizowany uklad mozna potraktowaé jako zestaw izolowanych wiezi w potaczeniu
kombinowanym i na tej podstawie, mozna wyliczy¢ parametr zastepczej wiezi sprezystej.

7

g 2E]
k1A
m
Fo*sin(pt) q
k2A
EJ
L
|
k, =k, +K,
1 1 L
—=—+
k, k, 6EJ
K = 6*EJ*n,
" 3(n, +6)



1 1 L

k, k, 3EJ
_3*EJ*n,
? L*(n, +3)

Sztywno$¢ zastepcza uktadu

_6*EJ*n, 3*EJ*n,

k
* T B, +6) | L(n, +3)

3.3. Czestos¢ wlasna ukladu oraz zalezno$¢ miedzy kia i Koa
[k, [6*EJ*n, 3*EJ*n,
w=,-+= 5 +—
m  \ml(n,+6) mL(n, +3)

\/G*EJ*nl 3*EJ*n, 2\/ EJ
m

mL®(n, +6)+ mL3(n, +3) >
Stad wynika relacja
_6*(12+n,)
' 5n,+6
Wykres n; w funkcji n;
1,

10

0

1,



3.4. Amplitudalne przemieszczenia

EJ

Obliczenia przeprowadzono dla @ = 2 5
m*L

Drgania ustalone maja posta¢ (na podstawie Dynamika Budowli, J. Langer)

q(t)=EFs sin(pt —¢)+EFC cos(pt — )

Dane: y=0, p=0,98w,n;, Fs=Fy

n=2-0098

w
vt 1 550555

-7’ 1-098

6*(12-n,)
n,=————>
on, —6
Stad
3
q(t)= 25,2525 F, sin(0,98wt)=6,3131 F; sin(0,98wt)

4E%_3

Amplituda przemieszczenia w miejscu masy skupionej wynosi

FL

amg =6,3131
EJ

Z rozdziatu obcigzenia w potaczeniu wigzi sprezystych wynika, ze na wspornik o sztywnosci
2EJ przypada sit obliczona ze wzoru

k. 2n,*(3+n,)

Y
k, 6n,+3n, *(n,+2)

rn =

* p—
lub po uwzglednieniu n, = M
5n, -6
r = 3n,
12+ 2n,

11



Natomiast na wspornik o sztywnosci EJ przypada sit obliczona ze wzoru

k,  n,*(6+n,)

'y
k, 6n,+3n,*(n,+2)

r, =

. 6*(12-n,)
lub po uwzglednieniu n, = ———— %/
P s ? 5n,-6

12-n,
I’2 =
12+ 2n,
3n, 12-n,

Przyczym r, +r1, = =1 - warunek rozdziatu

+
12+2n, 12+2n,

ANNNN\\N
ANNNN\\N

2E] i 2E]
ka
i m
\Ll H ?km fZJL
EJ EJ
- L

Przemieszczenie konca wspornika o sztywnosci 2EJ

oy - B:3181F, *r, _ 6,3131F, L* . 3n _ 15783 o L’n,
' 6E%_3 6EJ 12+2n, EJ6+n)

Przemieszczenie konca wspornika o sztywno$ci EJ

oy - 83181 *r, 63131FL°, 12-n, _ .o, Fo L*(12-n,)
2 3E%_3 3EJ 12+2n, EJ(6+n,)

12



3.5. Amplitudalne momenty

Sita kinetyczna

Q(t)=v F,sin(pt)

Amplituda sity kinetycznej dla v = 25,2525
amQ(t)=v F, = 25,2525F,

Stad wykresy momentéw dynamicznych maja postaé

M =v*r*F,*L = 25,2525*—Snl *F,*L _37,8786% 1 *Fy*L
12+ 2n, 6+n

M :v*rz*FO*L:25,2525*—12_n1 *FO*L:12,6262*—12_n1*FO*L
2+2n, 6+n;

M1

amQ*ri1

M2

amQ*r2

13



ZADANIE 4.
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Do wyznaczenia sztywnosci na kierunku wspotrzednej uogdlnionej postuzono si¢ metoda sit.

Przyjecie wspolrzednej uogolnionej

4.1. Stopien statycznej niewyznaczalnosci

Nnh=e-3t=4-3*1=1 - uktad jednokrotnie statycznie niewyznaczalny

Uklad podstawowy metody sil

} X
Q
3 EJ Q EJ
X
L L

14



4.2. Wyznaczenie podatnosci na kierunku wspolrzednej uogolnione;j

Stan jednostkowy Q =1 [-]

L

Stan jednostkowy[ ] X =1 []

| X

MX

1,0

Macierz podatnosci w bazie poszerzonej

3
511:L(E*L*L*E*Lj= L
EJ\2 3 3EJ
1 l L2
S =6y =—| Z*L*(-L)*10|=~
2 =0u=g5 (37 LUM0)= o
522 :i(x*l’o*l’o)_i_i:i_i_i
EJ k, EJ EEJ
L3 | 2
5| 380 28] |_|Pu D
L2 X L D D
- _—t Xq XX
2E) EJ  ¢EJ

Redukcja macierzy podatnosci do bazy minimalnej

-1
D=D,, - D, -D; D,

A S SO G Y S W ey GO G W K T TR o)
~ 3EJ 2EJ ) \EJ  ¢EJ 2E) ) 12EJ(L+x¢)

15



Sztywnos$¢ na kierunku wspolrzednej uogolnionej wynosi

12EJ(L + x¢)

k=6"=
L3(4L —3L¢& +4x¢E)

4.3. Czestos¢ whasna ukladu

k \/ 12EJ(L + x¢)
o= | =
m | mL(4L —3L& +4x¢&)

Dla skrajnych wartosci £ tj. & e (O; oo) uzyskuje si¢

12EJ(L +x&) 3E) _ 1735 | B

limow = lim 5 \/ 3 3
50 o\ mlP(4L-3LE+4xg)  mL mL

: : 12EJ(L + x¢) 12EJ X
limo =lim =
s on | mLP(4L-3LE+4xE) N 4mLPx —3mL!

Nastgpnie szukamy ekstremalnych wartosci funkcji w(X) w przedziale x € (L ; 2L) dla £ —»

max \/% —3464L | 2L x=L
4mL°x —3mL mL

min \/% 21000, | EL x=aL
4mL°x —3mL mL

Stad czestos¢ wilasna uktadu zalezna od sztywnosci wigzi k¢ oraz wspotrzednej X zawiera si¢

w przedziale liczbowym
W e 1,732,/E—J3 ;3,4641,/ EJS
mL mL

16



ZADANIE 5.

52 Poymu.me rchL unki mate raqﬂm: Q. Kn:ic;u dunamaf;-
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Wedtug skryptu prof. Langera Dynamika Budowli, dla rdéwnania ruchu drgan wymuszonych
harmonicznie postaci

mg+cq+kq=Fsin(pt)+ F. cos(pt)
drgania ustalone (rozwigzanie powyzszego roOwnania) mozna opisa¢ wzorem

q(t) = - Fs sin(pt — ¢)+ - F cos(pt —g)

oraz amplitude przemieszczenia

amq(t) E FZ+FZ2
gdzie
1 . . o :
V= - jest wspotczynnikiem dynamicznym
Ja=n?) +rn
rn . o
Q= arctg[ ) jest opodznieniem fazowym
/A
4.1. Opoznienie fazowe
Dla danych w zadaniu mamy
W,
_Vo °_ 10
10} 9
1
V= =5,80193

(] o)

17



0,125*\/E
9 |- _087022

@ =arcty| —————
1| 10
9

Opoznienie fazowe odpowiedzi q(t) wynosi ¢ = —0,87022rad

4.2. Sila oporow ruchu

Sita oporow ruchu reprezentowana jest przez sktadnik rownania ,,c ('](t)”, stad

q(t)= %& F sin(pt - ¢) +F cos(pt —¢)j = | PF cos(pt — )~ -pF sin(pt - )

Sita oporow ruchu ma dla danych zadania postaé

Fs = 2F,
F. =-F,
\/?
o= |—
m
C
y= = Cc=y4km
Jkm

(t)= 5'80193*\/E*\/K*0,125*\/k*m*2* F, * cos(pt +0,87022) +

580193 \/7 \/7*0125* k *m* F, *sin(pt + 0,87022)

=1, 52894F cos(pt +0,87022) + 0,764471F, sin(pt + 0,87022)

Warto$¢ amplitudalna sity oporéw ruchu

am(cq(t) = \/ F2+F2 = /(152894F, ) +(0,764471F, ) =170941F,

18
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6.1. Wyznaczenie sztywnosci na Kierunku wspolrzednej uogélnionej

Analizowany uklad ma jeden dynamiczny stopien swobody. Wspodirzedng uogolniong
przyjeto jako ruch masy skupionej ,,2m” prostopadty do osi preta.

Fosin(pt) «}%

2m m “2c
EJ EJ

‘P EJ ZEJ -

Sztywno$¢ uktadu wyznaczono za pomocg metody sit obliczajac najpierw podatnos$¢ uktadu a
nastepnie sztywnos$¢ wedtug relacji

k=571
Uklad podstawowy metody sit

N .

EJ EJ

2 E) \ZEJ -

19



Stan jednostkowy Q = 1[-]

0,3536

ﬁ 10

Podatnos¢ uktadu

1 1 2
Opy = ——— —*\/EL*0,3536L*—*0,3536L}*2+
QQ \/EEJ |:2 3
3
+i 1’"L*0,3536L*E"‘O,3536L *2=0,1667L—
EJ| 2 3 EJ

Sztywno$¢ ukladu

-1
L EJ
K=055 =|01667 —| =6—-
QQ ( EJ j L3
6.2. Wyznaczenie masy na kierunku wspolrzednej uogolnionej

Masg uktadu wyznaczono na podstawie sformutowania energii kinetycznej Ey.

Plan przemieszczen — na podstawie schematu kinematycznego

0,7071q \/q B
_
2
.|
QT

q
L L L L L L L L L

7 7 7 7 7

20



6.3. Wyznaczenie ttumienia na kierunku wspotrzednej uogélnionej

1
d==*c*q’

> q

1 o 1 2
CD:E*\/EC*Q :E*\/Ec*q
¢ =+2¢

6.4. Wyznaczenie sity wzbudzajacej
L=F(t)*q
L = F, sin(pt)*

V2

F(t)= - F sin(pt)

6.5. Rownanie ruchu ukladu

Rownanie dla danych w zadaniu ma posta¢

m )+ 27 g(0)+6 52 o(0)= 2 sin(p)

Czestos¢ drean wlasnych
w:\/E: /GEJS _ 3 /EJ3 _ 14142 /EJS
m 3mL mL mL

6.6. Wyznaczenie amplitudy sily Kinetycznej oraz amplitudy przemieszczenia
dynamicznego w stanie drgan ustalonych

2*m*EJ
3
y= \/ki — L 03333
m \/GESJ “3m
L

p=P N0 555 _ 0994987
(0] w

21



V= ! =3,01374

J(1-0,99) +0,333333% *0,99

Amplituda sity kinetycznej

amQ =v4/1+ y°n® *amF
dla n =4/0,99 , stad

amQ = 3,01374*\/1+0,333337 *0,99 *% F, = 2,24519F,

Amplituda przemieszczenia dynamicznego

3
301374, 2 F, = 0,355173*—Fég‘

6E%_3 2

Amplitudalne momenty dynamiczne

amq =EamF =

Amplitudalne momenty dynamiczne wyznaczono na podstawie wykresu momentow
zginajgcych w stanie Q = 1[-]

amM =amQ*M, = 2,24519F,; *0,3536L = 0,794F,L

22



6.7. Rozwiazanie statyczne
Statyczne dzialanie masy: P =mg

; b

EJ EJ

\ZE) V2B

Wykres momentow statycznych

0,25

0,25 Mstat [PL]

WyKkres przemieszczen statycznych

0,11785

23



6.8. Obwiednia momentdéw statyczno-dynamicznych. Projektowanie przekrojow ramy

Momenty statyczno dynamiczne

MS+D :J/f *M stat iyf *g*amM

M 5P =1,2*%0,25*4000%9,81* 4,0 +1,2*2*0,794* 3000 * 4,0 = 69955,2Nm = 69,955KNm
M P =1,2*%0,25*4000%9,81* 4,0 —1,2*2*0,794*3000* 4,0 = 24220,8Nm = 24,221kNm

Wykres obwiedni momentdéw statyczno-dynamicznych

Dobér przekroju poprzecznego ze wzgledu na SGN

extr
M d
f d

W >

W 69,955kNm

= 349,8cm?®
200000kPa

Dobér przekroju poprzecznego ze wzgledu na SGU

| 4m
= _ M _00889m
Yoo =220 ~ 450

Dla dowolnego przekroju ugiecie wynosi

Qi =0 T2MQ;

3 F L3 * * N3 * 13
Us.o =0,11785i+0,355173 0= _011785 4000 9’891 4 +o,355173M:
EJ 200*10° * 200%10° * J
B 0,000001821m®
J

24



Warunek SGU
qS+D < ydop

5
0,000001821m <0,0889m

0,000001821m?®
0,0889m

=0,000020484m* = 2048,4cm*

Przyjeto przekrodj

2 C200: W, =382cm?® , J, =3820cm*

Przekrojowa sztywno$¢ gietna

EJ = 200*10°+3820*10°° = 7640000 Nm?
6.9. Wyznaczenie amplitudy sily Kkinetycznej oraz amplitudy przemieszczenia
dynamicznego w procesie przejSsciowym

Do procesu przejsciowego nie dochodzi, poniewaz p =4/0,99w, a wiec p < .
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ZADANIE 7.
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7.1. Przyjecie wspolrzednej uogolnionej

Analizowany uktad ma jeden dynamiczny stopien swobody. Wspodtrzedng uogdlniong
przyjeto jako poziome przemieszczenie masy skupionej (rys. ponizej).

m Fo=sin(pt)

7.2. Wyznaczenie sztywnosci ukladu

Sztywno$¢ uktadu mozna wyznaczy¢ na podstawie podatnos$ci rozwigzujac ten uktad jak
kratownice elementarng.
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Rozklad sit od obciazenia jednostkowego

Wrkres sit osiowych
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7.3. Rbwnanie ruchu oraz czestos¢ wlasna ukladu

Posta¢ ogo6lna réwnania ruchu dla uktadu o jednym stopniu swobody
md(t)+cd(t)+kalt)=F(t)

Dla danych z zadania mamy

4k,
9

a)z\/zz,/M(A =E,/k—A=O,667,/k—A
m O9m 3\ m m

7.4. Ustalenie strefy strojenia

md(t)+—*q(t) = Fysin(pt)

77=£
w
Ky
m
n= =15
2 [ky
3Vm

n=15>1  konstrukcja pracuje w strefie niskiego strojenia !

7.5. Amplitudalna wartos¢ sily kinetycznej

Dla uktadu, w ktorym ttumienie jest pomijalnie mate wspotczynnik dynamiczny wyznacza si¢
Ze wzoru
1

amQ =v-amF =0,8F,

7.6. Zmiana odleglo$ci mi¢dzy punktami A, B
Pret poziomy mozna potraktowa¢ jako izolowang wigz sprezysta, ktdra rozciggana jest sitg

0,5 [-]. Zatem zmiang odlegtosci miedzy punktami A i B wyznaczy¢ mozna z definicji wigzi
sprezystej

|AB| =

P_ 05 25
k

28



	W kolejnych ćwiartkach rozwiązanie uzyskuje się formułując następujące warunki:
	* w drugiej ćwiartce
	* w trzeciej ćwiartce
	* w czwartej ćwiartce
	Wykres rozwinięcia czasowego
	USztywność zastępcza układu
	UAmplituda przemieszczenia w miejscu masy skupionej wynosi
	UPrzemieszczenie końca wspornika o sztywności 2EJ
	UPrzemieszczenie końca wspornika o sztywności EJ

	Przyjęcie współrzędnej uogólnionej
	Układ podstawowy metody sił
	Macierz podatności w bazie poszerzonej
	Redukcja macierzy podatności do bazy minimalnej
	Sztywność na kierunku współrzędnej uogólnionej wynosi
	UWartość amplitudalna siły oporów ruchu
	UUkład podstawowy metody sił
	UStan jednostkowy Q = 1[-]
	UPodatność układu
	USztywność układu
	UPlan przemieszczeńU – na podstawie schematu kinematycznego
	UAmplituda siły kinetycznej
	UAmplituda przemieszczenia dynamicznego
	UAmplitudalne momenty dynamiczne
	UDobór  przekroju  poprzecznego ze względu na SGN
	UDobór  przekroju  poprzecznego ze względu na SGU
	UPrzekrojowa  sztywność  giętna
	Do procesu przejściowego nie dochodzi, ponieważ  , a więc p < .


