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1. Dane i szukane 
 
Układ załamany w planie o schemacie i obciąŜeniu jak na rysunku rozwiązać metodę sił 
i obliczyć wartość zaznaczonego przemieszczenia od kaŜdego obciąŜenia oddzielnie. 
W obliczeniach przyjąć, Ŝe konstrukcja wykonana jest z rur stalowych, tzn. 

=0.769 ,s yGI EI ze stali o wytrzymałości obliczeniowej równej 235 MPa, średni współczynnik 

obciąŜenia wynosi 1.3.fγ =  Przy projektowaniu przekroju zastosować hipotezę 

wytrzymałościową Hubera-Misesa-Hencky’ego (H-M-H). 
 

EI

EI

kδ = 0.1EI/m3

3m

P=40kN

q=5kN/m

EI

4m

1m

1m 1m

M = 20 kNm

T1=25oC

T2=-15oC
T1

T2

∆r=2.5 cm

∆i=?

 
 
Szukane:   ,  ,  ,  , F

i
FF

y
F
x VMM ∆   ,  ,  ,  , T

i
TT

y
T
x VMM ∆   .  ,  ,  , ∆∆∆∆ ∆ iyx VMM  

 

2. Sprawdzenie geometrycznej niezmienno ści układu 
i obliczenie stopnia statycznej niewyznaczalno ści 

 
Szkic tarcze –więzi 
 

e=1

e=3

1

 
t = 1,  e = 3 + 1 = 4,  
 
Stopień statycznej niewyznaczalności: 134*3 =−=−= tenh . 

 
Układ składa się z jednej tarczy podpartej 4 więziami niezbieŜnymi, wobec tego warunki 
geometrycznej niezmienności: ilościowy te *3≥  i jakościowy - 3 niezbieŜne więzi - są 
spełnione. 
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3. Przyj ęcie układu podstawowego metody sił  
 
Układ podstawowy – układ zadany, w którym przecięto lub odrzucono hn  więzi 

i zastąpiono je niewiadomymi siłami hiperstatycznymi. W układzie tym oznaczymy węzły, 
punkty charakterystyczne i przyjmiemy ogólny i lokalne układy współrzędnych. 
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4. Ogólna posta ć układu równa ń metody sił 
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5. Rozwiązanie układu od obci ąŜenia mechanicznego 
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5.1 Rozwi ązanie układu podstawowego od X1=1 
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Obliczenia pomocnicze – rzut z góry 
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a=1 m*sinα=0.8 m,
b=1 m*cosα=0.6 m,
c=2 m*cosα=1.2 m,
d=2 m*sinα=1.6 m.
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Układ jest wspornikiem, wobec czego moŜna obliczyć siły przekrojowe bez konieczności 
obliczania reakcji podporowych. 

 
Uwagi:  

 
- Momenty zginające My odkładamy po stronie włókien rozciąganych w płaszczyźnie xz, 
kreskujemy pionowo, znak „+” jest po dodatniej stronie osi „z” układu lokalnego; 
- Momenty skręcające odkładamy w płaszczyźnie xz lub xy. 
W układach przestrzennych, załamanych w planie i rusztach belkowych dodatnie znaki 
sił przekrojowych przyjmujemy jak na rysunku poniŜej: 
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Obliczenie momentów skręcających 
 

1 1 1 1
,32 ,23 ,42 ,24

1 1
,21 ,12

0;

1 1.6 m.

x x x x

x x

M M M M

M M d

= = = =

= = − ∗ = −
 

 
Obliczenie momentów zginających 
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Wykresy sił przekrojowych 
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5.2 Rozwi ązanie układu podstawowego od obci ąŜenia mechanicznego 
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Obliczenie momentów skręcających 
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Obliczenie momentów zginających 
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5.3 Obliczenie współczynników układu równa ń metody sił 
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5.4 Szczegółowa posta ć układu równa ń metody sił i jego rozwi ązanie 
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5.5 Obliczenie warto ści sił przekrojowych i sporz ądzenie wykresów 
 

Rzeczywiste momenty skręcające i zginające obliczymy z superpozycji 
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Obliczenie sił tnących 
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5.6 Kontrola poprawno ści rozwi ązania 
 
Sprawdzenie statycznej dopuszczalności rozwiązania (równowaga prętów i węzłów, 
wektory sił przekrojowych wskazują dodatnie wartości zgodnie z przyjętymi lokalnymi 
układami współrzędnych) 
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NaleŜy sprawdzić równowagę wszystkich elementów i węzłów. Tutaj przykładowo 
sprawdzamy równowagę węzła nr 2  
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Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalności rozwiązania (sprawdzenie przemieszczeń) 
 
Sprawdzenie wartości pionowego przemieszczenia węzła nr 3, która powinna wynosić  
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6. Projektowanie przekroju wg hipotezy wytrzymało ściowej 
Hubera-Misesa-Hencky’ego (H-M-H) 
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Uwaga: NaleŜy równieŜ sprawdzić napręŜenia zredukowane dla maksymalnego momentu 
skręcającego i odpowiadającego mu momentu zginającego – w rozpatrywanym zadaniu są to 
te same wartości momentów. 
 
Uwzględniając, Ŝe układ obciąŜony jest jeszcze obciąŜeniem niemechanicznym przyjęto rurę 
o większym wskaźniku wytrzymałości na zginanie niŜ obliczony powyŜej, a mianowicie  
przyjęto rurę RO 323.9 x 11 mm,  W= 818,14 cm3, I=13249.72 cm4. 
 
EI = 205000000kN/m2*13249.72*10-8m4=27161.93 kNm2, 
kδ = 0.1 EI = 2716.193 kN/m . 
 

7. Rozwi ązanie układu od temperatury 
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Do obliczeń przyjmiemy: α=0.000012/oC , h=0.3239 m. 
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7.1 Rozwi ązanie układu podstawowego od X1=1 – jak w p.5.1 
 

7.2 Rozwi ązanie układu podstawowego od temperatury 
 

W układach statycznie wyznaczalnych obciąŜenia niemechaniczne nie powodują 
powstawania sił przekrojowych. 

 

7.3 Obliczenie współczynników układu równa ń metody sił 
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7.4 Szczegółowa posta ć układu równa ń metody sił i jego rozwi ązanie 
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7.5 Obliczenie warto ści sił przekrojowych i sporz ądzenie wykresów 
 

Rzeczywiste momenty skręcające i zginające obliczymy z superpozycji 
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Obliczenie sił tnących 
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7.6 Kontrola poprawno ści rozwi ązania 
 
Sprawdzenie statycznej dopuszczalności rozwiązania (równowaga prętów i węzłów) 
 
Równowaga węzła nr 2  
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*cos *sin

            = [0 + 0 - (12.205)*0.6 + 9.154*0.8]kNm=0.0002 kNm,
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Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalności rozwiązania (sprawdzenie przemieszczeń) 
 
Sprawdzenie wartości pionowego przemieszczenia węzła nr 3, która powinna wynosić  
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8. Rozwiązanie układu od przemieszczenia podpory 
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8.1 Rozwi ązanie układu podstawowego od X1=1 – jak w p.5.1 
 

8.2 Rozwi ązanie układu podstawowego od przemieszczenia podpór  
 

W układach statycznie wyznaczalnych obciąŜenia niemechaniczne nie powodują 
powstawania sił przekrojowych. 
 

8.3 Obliczenie współczynników układu równa ń metody sił 
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8.4 Szczegółowa posta ć układu równa ń metody sił i jego rozwi ązanie 
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8.5 Obliczenie warto ści sił przekrojowych i sporz ądzenie wykresów 
 

Rzeczywiste momenty skręcające i zginające obliczymy z superpozycji 
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Obliczenie sił tnących 
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8.6 Kontrola poprawno ści rozwi ązania 
 
Sprawdzenie statycznej dopuszczalności rozwiązania (równowaga prętów i węzłów) 
 
Równowaga węzła nr 2  
 

,24 ,23 ,21 ,21

,24 ,23 ,21 ,21

*cos *sin

            = [0 + 0 - (-10.043)*0.6 + (-7.532)*0.8]kNm=0.0002 kNm,

*sin *cos

            = [0 + (-12.554) - (-10.043)*0.8 - (
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Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalności rozwiązania (sprawdzenie przemieszczeń) 
 
Sprawdzenie wartości pionowego przemieszczenia węzła nr 3, która powinna wynosić  
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9. Obliczenie przemieszczenia ∆∆∆∆i 
 
Wykorzystamy twierdzenie redukcyjne, które pozwala przyjąć do rozwiązania układu od 
obciąŜenia jednostkowego przyłoŜonego w miejscu i kierunku poszukiwanego 
przemieszczenia dowolny układ podstawowy.  Zastosujemy następujące wzory 
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Wykorzystamy ten sam układ podstawowy, co poprzednio. W tym przypadku ze wzorów 
odpada człon dotyczący więzi spręŜystych, poniewaŜ w układzie podstawowym 
odrzuciliśmy więź spręŜystą.  
 

9.1 Rozwi ązanie układu podstawowego od obci ąŜenia jednostkowego 
w miejscu i kierunku poszukiwanego przemieszczenia 
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Obliczenie momentów skręcających 
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Obliczenie momentów zginających 
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9.2 Obliczenie przemieszczenia od obci ąŜenia mechanicznego 
 

35 m 751.35 m
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9.3 Obliczenie przemieszczenia od temperatury 
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9.4 Obliczenie przemieszczenia od osiadania podpory  
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