
WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEŃ – przykład 2 – rama bez więzi sprężystych 

Stanisław Żukowski 
 

1 

OBLICZENIE PRZEMIESZCZEŃ W RAMIE PŁASKIEJ 
 

Dana jest rama jak na rysunku. 
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Sporządzić wykresy sił przekrojowych od obciążenia danego oraz od obciążeń jednostkowych 
przyłożonych w miejscach szukanych przemieszczeń. Zaprojektować wstępnie przekroje prętów. 
Obliczyć zaznaczone przemieszczenia. W obliczeniach potraktować dane wartości obciążenia jako 
charakterystyczne, przyjąć średni współczynnik obciążenia 2.1f , wytrzymałość obliczeniową stali  

MPafd 215  i współczynnik sprężystości podłużnej GPaE 205 .   .   
 

1 ROZWIĄZANIE RAMY OD DANEGO OBCIĄŻENIA F = (M, P, Q) 
 
Liniami przerywanymi wzdłuż osi prętów wyróżnione włókna do znakowania momentów 

zginających. 
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Wyznaczenie reakcji podpór. 
  02/33610 mmqMmPmVM BA               

02/33/51562010  mmmkNkNmmkNmVB     kNVB 75.15 , 

  0PVVY BA              02075.15  kNkNVA      kNVA 25.4 , 

  03mqHX A            03/5  mmkNH A     kNH A 00.15 . 

Kontrola     2/334103 mmqMmPmVmHM AAB  

0)2/335154201025.4315(  kNm            
 

Obliczenie wartości rzędnych charakterystycznych sił przekrojowych. 
0AM ,  

,375.252/5.15.1/55.115225.4

2/5.15.15.12

kNmmmmkNmkNmkN

mmqmHmVM AAE




 

kNmmmmkNmkNmmmqmHmVM AAACC 50.392/33/5315425.42/3334,  , 

kNmkNmkNmMMM ACCCDC 50.54155.39,,  , 

kNmmkNmVM BD 00.63475.154  ,    0BM , 

  kNkNHVV AAACA 40.126.0158.025.4sincos,   , 

  kNkNHVN AAACA 45.98.0156.025.4cossin,   , 

  kNkNmqHVV AAACC 40.36.0356.0158.025.4sin3sincos,   ,  
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  kNkNmqHVN AAACC 55.28.0358.0156.025.4cos3cossin,   , 

kNkNkNVPV BCD 25.475.1520  ,  kNVV BDB 75.15 , 0CBN . 

Rzędne środkowe momentów zginających dla przedziału CD i DB obliczono jako średnie 
arytmetyczne z wartości brzegowych.  

    kNmkNmMMM DCDCCDS 75.58635.542/,,  , 

    kNmkNmMMM BDDBS 50.310632/,   

 
Wykresy sił przekrojowych 
 
(wszystkim wielkościom z tego rozwiązania 
przypisujemy indeks górny F, gdyż zostały 
wywołane obciążeniem oznaczonym 
symbolem F)   
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2. Rozwiązanie ramy od obciążenia  P1 = 1 
 
W celu wyznaczenia przesunięcia  
(w temacie kierunek nr 1 zaznaczony linią 
przerywaną) niezbędne jest rozwiązanie 
ramy od obciążenia siłą jednostkową 
przyłożoną w miejscu i kierunku szukanego 
przemieszczenia. 
 
 
 

Wyznaczenie reakcji podpór. 
  04110 mmVM BA                    40.0BV , 

  01PVVY BA                     60.0AV , 

  0AHX                       0AH . 

Kontrola  0)61106.030(6103 1  mmPmVmHM AAB         
 
Obliczenie wartości rzędnych charakterystycznych sił przekrojowych. 

0AM ,     mmHmVM AAC 40.234  , 

mmVM BD 60.14  ,   0BM , 

48.0sincos   AAAC HVV ,  36.0cossin   AAAC HVN , 

40.0 BCB VV ,    0CBN . 

    mmMMMM CAACSE 20.12/4.202/,  , 

    mmMMM DCCDS 00.22/6.14.22/,  , 

    mmMMM BDDBS 80.02/06.12/,   

 

3
,0

0
m

A

BC
D

4,00m 2,00m 4,00m
VA

VB

HA

E

y

x

 sin=0.6
cos=0.8

P1=1

2,55kN

9,45kN

+

-

NF

12,40kN

3,40kN 4,
2

5
kN

4,
2

5
kN

1
5

,7
5

kN

1
5

,7
5

kN

VF

+

+
-



WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEŃ – przykład 2 – rama bez więzi sprężystych 

Stanisław Żukowski 
 

3 

Wykresy sił przekrojowych 
 
(wszystkim wielkościom z tego rozwiązania 
przypisujemy indeks górny 1, gdyż zostały wywołane 
obciążeniem oznaczonym numerem 1) 

  

2,40m

2
,4

0
m

1
,6

0
m

M1

+

+

2
,0

0
m

0
,8

0
m

1,20m

 
   
 
3. Rozwiązanie ramy od obciążenia  P2 = 1 
 
W celu wyznaczenia kąta obrotu (w temacie 
kierunek nr 2 zaznaczony łukiem z linii 
przerywanej) niezbędne jest rozwiązanie 
ramy od obciążenia jednostkowym 
momentem przyłożonym w miejscu 
szukanego kąta obrotu 
 
 
Wyznaczenie reakcji podpór. 
  0110mVM BA                      mVB /10.0 , 

  0BA VVY                       mVA /10.0 , 

  0AHX                        0AH . 

Kontrola  01101.030103 2  PmVmHM AAB            
 
Obliczenie wartości rzędnych charakterystycznych sił przekrojowych. 

0AM ,     40.034  mHmVM AAC ,  

60.014  mVM BD ,   0BM , 

mHVV AAAC /08.0sincos   , mHVN AAAC /06.0cossin   , 

mVV BCB /10.0 ,   0CBN . 

    20.02/4.002/,  CAACSE MMMM , 

    50.02/6.04.02/,  DCCDS MMM , 

    80.02/16.02/,  BDDBS MMM  

 
Wykresy sił przekrojowych 

(wszystkim wielkościom z tego 
rozwiązania przypisujemy indeks górny 2, gdyż 
zostały wywołane obciążeniem oznaczonym  
numerem 2) 
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4. Projektowanie wstępne przekrojów prętów 
 
Pręt AC Potrzebny wskaźnik wytrzymałości na zginanie 
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Przyjęto I 220    318.278 cmW  ,    43060cmI  , 26.39 cmA   
242 627300003060.0/205000000 kNmmmkNEI AC   

Pręt CB 33
2
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Przyjęto I 240    3354cmW  ,    44250cmI  , 21.46 cmA   
242 5.871200004250.0/205000000 kNmmmkNEICB   

5. Obliczenie szukanych przemieszczeń. 

Przemieszczenia obliczono na podstawie wzorów:    dx
EI

MM F

F 
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1 ,    dx
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MM F

F 
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2  

Do obliczenia powyższych całek zastosowano wzór Simpsona. W tym celu (ze względu na charakter 
wykresów momentów zginających) przedstawiono je w postaci sum 3 całek odpowiadających 
poszczególnym przedziałom, w których funkcje podcałkowe spełniają założenia umożliwiające 
zastosowanie wzoru Simpsona.  
Szukane przesuniecie wynosi: 
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Szukany kąt obrotu wynosi: 
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