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1. Dane i szukane

Dla ramy geometrycznie niewyznaczalnej o schemacie i obcigzeniu jak na rysunku nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jako§ciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.
e Stosujac metode przemieszczen rozwigza¢ rame od podanego obcigzenia mechanicznego (obliczy¢
sily przekrojowe i sporzadzi¢ ich wykresy).
e Zaprojektowaé wstepnie przekroje na zginanie, w obliczeniach przyja¢ - $redni wspotczynnik
obcigzenia ys = 1.5, wytrzymatos$¢ obliczeniowa stali fq= 215 MPa, E=210 GPa.
e Rozwigza¢ rame¢ od zadanego obcigzenia niemechanicznego.
e Przeprowadzi¢ stosowne kontrole rozwigzania w obu przypadkach..
Rozwigzanie musi rowniez zawiera¢ wykresy momentoéw zginajacych w uktadzie podstawowym od
obcigzenia mechanicznego i niemechanicznego oraz szczegotowa postaé uktadow rownan metody
przemieszczen.
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Dane do obliczen: F= 20 kN, M =12 kN'm, gz =4 kN/m, g2 =5 kN/m, ke = EI/m,
ks = 2E1/m3, Ary = 2 cm, Arz = 0.01 rad.

Szukane: M, My, VE, Mg, MJ, V2,



2. Sprawdzenie geometrycznej niezmiennosci uktadu

Szkic tarcze —wiezi

t=1, e=2+2+1+1=6

?
Warunek ilosciowy geometrycznej niezmiennosci: €>=3-1.

6 > 3, warunek spetniony.

Warunek jakosciowy:

Uktad sktada si¢ z jednej tarczy podpartej 6 wieziami wsrod ktorych mozna wyrdznié 3
niezbiezne, wobec tego warunki geometrycznej niezmiennosci: ilo§ciowy e >3-t i jakosciowy
- 3 niezbiezne wigzi - s spetnione.

Stopien statycznej niewyznaczalnosci uktadu

n,=e—3-t=6-31=3

3. Obliczenie stopnia geometrycznej (kinematycznej)
niewyznaczalnosci uktadu

N, =n, +n;




3.1 Podziat uktadu na elementy o znanych wzorach transformacyjnych i
obliczenie liczby niezaleznych obrotéw n,

® | s - zbedny
¢1=?
o ;D
¢2=0

3 @3 - zbedny
@4 - Zbedny

Ne=1

3.2 Zbudowanie modelu przegubowego uktadu i obliczenie liczby
niezaleznych przesuniec¢ ns

- odrzucamy wiezi sprezyste, wszystkie wezty zamieniamy na przegubowe, dodajemy wiez, jesli
stosujemy element typu wspornik i/lub sztywno — sztywno-suwny (przesuw prostopadly do osi
preta)

Model przegubowy Model przegubowy po dolozeniu 2 wiezi
korekta
®; <0 ®; <0
Q
@ €

Liczba weztow w=9, liczba pretow p=8, liczba wiezi podporowych r =8.
Warunek konieczny, ale niewystarczajgcy — minimalna liczba wiezi translacyjnych

Ng =22-W—p-r=2*9-8-8=2

Warunek dostateczny — analiza kinematyczna modelu przegubowego po dotozeniu 2 wigzi
translacyjnych — model jest geometrycznie niezmienny wobec tego n; = 2



4. Przyjecie ukiadu podstawowego metody przemieszczen

Uklad podstawowy — uktad zadany, w ktérym dodano ne wigzi rotacyjnych ins wiezi
translacyjnych. W uktadzie tym oznaczymy wezty — poczatkowe numery dajemy w weztach z
dodanymi wig¢ziami rotacyjnymi.
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5. Ogélna posta¢ uktadu réwnan metody przemieszczen

Ky - +Ky -0, +ky, -6, +k, =0,
Kip o +Kkyy -0, +kyy -0, +kj, =0,
k||1’(P1"'k||| '5| +k|| I '5|| +I(uo =0.




6. Rozwigzanie ramy od obcigzenia mechanicznego

F=20kN
F=20kN
—
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6.1 Rozwigzanie ukfadu podstawowego od obcigzenia mechanicznego

Ps=F=20kN
P,= F=20kN @
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Obliczenie momentéow brzegowych (wykorzystano wzory transformacyjne dla przyjetych
elementow, znakowanie zgodne ze statyczng umowa znakowania, tzn. momenty prawoskretne sa

dodatnie))

MY =-q,(L, ) /12=—-4KkN/m-(5m)’ /12 = -8.333kN - m,
MO =+q,(L, )’ /12 = +4 kN/m-(5m)’ /12 = +8.333kN - m,
MY =M /2=+12kN-m/2=+6kN-m,

MY =—(-q,)(h, )’ /8 =+5kN/m-(4m)’/8 = +10.00kN - m,
MY = —F*L, =—20kN-2m=—40.00kN - m.

Uwaga: moment M.} obliczono podstawiajac do wzoru warto$é obciazenia qz i prosto-padia
do niego dlugos$¢ elementu (rzut dlugosci preta Lis), mozna obliczy¢ prostopadia do preta 1-4
warto$¢ obcigzenia i wowcezas podstawi¢ do wzoru dhugos$¢ Lia.

Sily rownowazne (rownowazniki obcigzenia — 0znaczone kolorem zielonym)

P1=P2=024 m/2=10 kN,
Ps=M =12 kKN'm,
Ps=Ps=F =20kN,

Ps = P7 = 1’5 m/2 = 10 kN.

Wykres momentow zginajacych w uktadzie podstawowym od obcigzenia danego (momenty
odktadamy po stronie wtokien rozcigganych, znaki przyjmujemy zgodnie z wytrzymatosciowg
umow3g znakowania, w tym przyktadzie znak plus, jesli rozciggane s3 wyrdznione wiokna).

8.33kN m

©
&8.33 kN m



6.2 Rozwigzanie ukfadu podstawowego od przemieszczenia o =1
— plan przesunieé obréconych i biegunowy plan przesunie¢ obréconych

Plan przemieszczen obréconych
i plan przemieszczen mozliwych

B.P.P.O

\39175 O7"8"

Wzajemne przemieszczenia koncow elementow
Ap=-1  A,=4125  A,=+/2=141  A,=0, &' =-175,
Katy obrotu cigeiw: ;i = Ay/L;,

i, =—1/5m=-0.2/m,  y; =+1.25/5m=+0.25/m,
vl =+/2/4/2m=+0.25/m,  y) =0.

Przemieszczenia pod sitami rownowaznymi:

Sl=1  5.,=0, &l=wl=+025/m, Sl =1  OL=1 S.=1 5. =0.



6.3 Rozwigzanie uktadu podstawowego od przemieszczenia & = 1
— plan przesunieé¢ obréconych i biegqunowy plan przesunie¢ obréconych

Plan przemieszczen obréconych
i plan przemieszczen mozliwych

B.P.P.O
»

l//
O
\ \\é//
06", 7%, e
g2 \N143" |l do1-2
f N Il do 7-3
2
s \\ //9
" \
4 \e,
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Wzajemne przemieszczenia koncow elementow
A,=+l, AL,=0, A,=—/2=141, A,=0, & =1,
Katy obrotu cigciw:

v =+15m=+0.2/m,  y! =0,
wl =—J2/42m=-0.25/m, ! =o0.

Przemieszczenia pod sitami rOwnowaznymi:

st =0, SsY=1 Y=yl =-025m §=0 SL=-1 SL=-1 & =0.

6.4 Obliczenie wspoéfczynnikow uktadu rownan metody przemieszczen

Elementy macierzy sztywnosci (reakcje w dotozonych wigziach w uktadzie podstawowym
od jednostkowych przemieszczen tych wiezi — pierwszy indeks oznacza miejsce, drugi przyczyne).

El,
ky =2 Mj, +k¢l=2“|_—“alj +k,, =
J

i 1j

_2El , Bl 5. 51 3+ 5 _(16+06+053033+1) = 3730335
5m  5m  4.42m m m m

1-2 1-3 1-4 v
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=3S"M/! =
=T
_ 2Bl (—)—— 3.0 Bl 3925 _(g48_015- 01326) =l _01974E
5m m 4-42m m
1-2 1-3 1-4
Il ElJ
k1|| :lej Z_ZL_CU
i i 1j
__2El 502 El 50 El -3-(_0'25j (- 0.48 - 0+01326)EI =—03474E
5m m 5m m 4.42m m
1-2 1-3 1-4
| | | | | E ij |
:_Z(Mij +Mji)'l//1j +zksn '5sn'5snzz L (Clj +Cj|) l//lj l//lj +zksn '5sn:
i,j n i, ij
Z ”IJ dlj l//I] l/llj +stn 5I 5I
:ZE 12 ) ( ) 5,025 025 El ., 025 025 2El (LL.75) (-1.75) =
5m m m 4.42m m m m
1-2 1-3 1-4 ks
El El
=10.192 + 0.033141+ 0.0375 + 6. 125) =6. 3876—
El ij | 1l I 1l
kI|| :klll ZZL_dij Wi Vi +stn '5sn '5sn =
ij ij
_2EI El , 025 0 El 0.25 (—0.25 2EI
(—) (—) —+ -3 ( j (-1.75)- (D) =
“5m m’  5m . m m 4.42m m m
1-2 1-3 1-4 ks
El El
=(-0.192+0-0.0375-3.5)— :—372515—
m
_ EIIJ || Il nu Il n_
kIIII_ Z L d Vi +stn '5sn'5sn_
i,j ij n

2El 0.2 0.2 EI 0 0 El -0.25 —-0.25) 2El
= 12 — . —— 4 — 3. —.— 4 \/_ .3. . + 3 1-1=
5m m m 5m m m 4.42m m m m

1-2 1-3

1-4 K

=(0.192+0+0.0375+2)— El 22515E
m®

k|1:k1|
k||1 =k1||

Wyrazy wolne (reakcje w dotozonych wigziach w uktadzie podstawowym od obcigzenia danego).

Koe = > MIF - ML = [—8.333+ @+10.00-40.00J kN-m=-32.333kN-m

i 1-2 1-3 1-4 1-5



Kior = Z(MOF +M0F) le ZP 5

_1(-8.333+8.333) KN -m- (—) 2 ekN-m- 22210 kN m- 222 _aokN-m- 2Ly
m m m
1-2 1-3 1-4 1-5
—<10KkN-1+10KkN-0+12kN-m - %-{-ZOKN 1+20KkN-1+10kN-1+10kN-0;=
P -Spy P,-8ps - . m Ps-Spy Ps-Ops Ps-Ops Pr1-8p7

PS‘(SPS

=(-4-63)kN=-67 kN

Kyor = Z(MOF +MOF W;;_zpk'5;>L=
P

—(-8.333+8.333) KN-m- B+6kN m- 2+10 KN - (£j+—40kN-m-2 +
m m m

1-4 1-5

1-2 1-3

-~ 1OkN-O+10kN-l+12kN-m-2+20kN-0+20kN-(—1)+10kN-(—1)+1OkN-O =
—— —— — ——— —

Pl'gPl PZ‘JPZ

m
e —— Py-0p4 Ps-0ps Ps-Opg P71:6p7
Ps:0p3

=(2.5+20)kN = 22.5kN

6.5 Szczegolowa postaé¢ ukftadu rownan metody przemieszczen i jego
rozwigzanie

3. 7303E @, +0. 1974 -0, —0. 3474 El 50y —32.333kN-m =0,

01974E|2 (ol+63876 -0, 37251EI -0, —67KN =0,

—-0.3474 E|2 -, — 3. 7251 -0, +2. 2251 5 0y +22.5kN =0.

Rozwigzanie uzyskane dodatkiem Solver programu Excel :

_38.25054 KN M
5, = 2009777 KNM”
3
5, = 482.9973KNM"
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6.6 Obliczenie wartosci momentow brzegowych ze wzorow
transformacyjnych

El.
F_ =l oF _
Mij —T[aij'§0ij+bji'§0ji_cij"//ij]+Mij =

1

El.
:L___”[aij @ 0y =y '(l//i; -8, +yy -6, )]+ M

ij

m m
-8.333kN-m = (61.2009 + 0 +139.6693 — 231.8370 —8.333)kN - m = —39.2998 kN - m

2 _ 3 3
Mg = 2EL 14 38250845 ™ 4 5.0 6. (—0'2)-290.9777 KNm_ 02 4529937 XNM ||,
5m El El El

2 _ 3 3
mE = 2E 140123825054 KN . (3]-290.9777"'\'”1 +92 487 ggg7KNM 1|,
>m El m El  m El

+8.333kN - m = (30.6004 + 0 +139.6693 — 231.8370 +8.333)kN - m = —53.2342 kN - m

El 0.25 KNm® 0 kN m? .
m El m

2
ME = | 3.38.05054KNM" 5. .290.9777 L+~ .482.9937
13 5m EI

+6kN-m =(22.9503—43.6467 + 0+ 6)kN - m = —14.6963kN - m

2 3 3
|3-38.25054 XN _3.[ 025 590 g777 KN M +( 0'25)482.9937 KNm_ 1\,
El m El m El

F_
My, =

El
42m

+10 kN -m = (20.2854 — 38.5746 + 64.0365+10) kN - m = +55.7434 kN - m
M =M =-40.00kN-m

2
MF =k, -, =~ .38.25054 "
m

=-38.25054KkN-m

6.7 Obliczenie sif przekrojowych i sporzadzenie wykreséw

Obliczenie sil tnacych z réwnan réwnowagi elementéw i sil osiowych z réwnan réwnowagi
wezlow

Element 1-2

> X=0, N,=N, =0,

5m M, +M 5m
ZMZZO’ V12-5m+M12—q1-5m-7+M21=0:>V12=—%+q1-7,
vV =—M12+M21+q _5m=_—39.2998kN-m—53.2342kN-m+4k_N.2.5m
12 5m 1, 5m m

= (18.5068+10)kN = 28.5068 kN,

>Z=0, V,-0,-5m-V, =0 =V, =V, _q,-5m = 285068 kN -4<N.5m = 8.5068kN
m
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Element 1-3

D X=0, Ny=N_=0

M, +M
> My=0, Vi 5m+M; +M =0=V,,=————,
om
v, - _—146963kN-m+12kN-m _ oo N,
om
> Z=0, V=V, =05393kN.
N5l:-20kN

Y ¥ V¥ ¥ V]

4m
g2=5kN/m

pd
B

Element 1-4

D> X=0, N,-N, +0g,-4m-sina=0 = N, =N, +0,-4m-cose,

4m M, —Q,-8m?
> M, =0, V14-5.66m+Ml4+q2-4m-T+M41:0:>V14:— 145.65.”] :
2
V14:—55'7434KN m-+5kN/m-8m _ _16.9158kN.
5.66m
> Z=0, -Vu+V,—0,-4m-sina=0 = V, =V, +0q,-4m-sing,

V,, =-16.9158 kN + 5k—N -4m-0.7071=-16.9158 KN +14.1421kN = -2.7737kN
m
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Wezet 1

D> X =0,

N, + Nj;-cosf—V,sin f—N,, cosa -V, sina+V,, =

=0+ N, -0.6—-0.5393kN-0.8—N,, -0.7071—(-16.9158 kN )-0.7071+ 20 kN =0,

N,; -0.6—N,, -0.7071+31.5297kN =0

>z=0,

-V, =Ny, -sin f -V, cos f— N, sina+V,, cosa + N, =

= -28.5068kN — N, -0.8—-0.5393 kN -0.6 — N, -0.7071+ (~16.9158 kN)-0.7071— 20 kN = 0,
~N,,-0.8—N,,-0.7071-60.7915kN = 0

Obliczenie sit osiowych z rownan:

N,; -0.6— N,, -0.7071+31.5297 kN =0,
~N,, -0.8—N,, -0.7071-60.7915kN =0,
1.4-N,+92.3212 kN=0 = N,, =—-65.94376 kN,
N,, =-11.3555 kN
kN

Ny, =N, +0,-4m-cosa =-11.3655+5—-4m-0.7071=2.7767 kN
m

z M, =0,
M,-M,-M;,-M, — M, =-38.25054kN - m — (~39.2998 —14.6963+ 55.7434 — 40) KN - m =
= (~38.25054 + 38.2527)kN - m = 0.00216 KN - m

Obliczenie momentow zginajacych

Rzeczywiste momenty zginajace na koncach elementéw majg warto$¢ rOwng momentom
brzegowym, znak zalezy od wyr6znionych wtokien

M, =—39.2998kN - m,

M, =+53.2342kN-m,

M, =-14.6963kN-m,

M, =—55.7434KkN - m,

M =-40.00kN-m,

M5 =—12.00kN-m.

Obliczenie momentu zginajacego w srodku elementu 1-2 i elementu 1-4

Ml';,s = Mlz +V,-25m—q,-1.5m-1.25m =

=—-39.2998KkN - m + 28.5068kN - 2.5m — 4k—N -1.5.m-1.25.m=19.4672kN - m,
m

5.66.m g, -2.m-1L.m= _2.7737.kN.2_83_m—5k—N-2.m -1.m=-17.8496.kKN-m

m

F —_—
M 14,5 —V41 ’
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WyKresy sil przekrojowych

+ 28.51 kN

6.8 Kontrola poprawnosci rozwigzania

Sprawdzenie statycznej dopuszczalnoS$ci rozwigzania - rownowaga pretow 1 wezlow, zostala
wykonana przy obliczaniu sit tnacych i osiowych.

Mozna jeszcze sprawdzi¢ globalne rownania rownowagi. W tym celu obliczymy reakcje
wykorzystujac obliczone sity osiowe 1 tngce

,, =-V,,-=-8.5068 kN,
., =—N,, sin B—V,, cos B = —(—65.94376kN)-0.8—0.5393kN - 0.6 = 52.4314 kN,
5 = —N,, €S B +V,, sin B = —(—65.94376 kN - 0.6)+ 0.5393kN - 0.8 = 39.9977 kN,

R
R
R
R,, =—N,, sina +V,, cosa =—2.7767kN-0.7071— 2.7737kN -0.7071= —3.9247 kN.
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Uwaga: reakcja R,, jest reakcja w translacyjnej wigzi sprezystej mozna obliczy¢ ze wzoru
Ry =Ry =k, -8, =k, - (51 -0, +5!" -5, )=

3 3
_ _Z_ESI' _175. 290.9777KN m 1. 482.9973kN'm 524974 KN
m El El
Globalne rownania rownowagi
kKN
> X =0, F+0,-4m-R; = 20kN+5H-4m—39.9977kN =0.0023kN,

ZZ =0, -F—-q,-5m+R,, +R,, +R,, =

=-20kN —4k—N-5 m —8.5068 kN +52.4314 kN —3.9247 kN = —0.0001kN,
m

> M, =0,
F-6m-F-3m-q,-5m-05m+q,-4m-2m+M +M,-R,, -2m+R,,-7Tm+M,, =

=20kN~6m—20kN-3m—4k—N-5m~0.5m+5k—N~4m-2m+12kN~m—38.2505kN~m+
m m

-(~8.5068kN -2 m)+(—3.9247kN - 7 m)+(~53.2342kN - m) = 0..056 KN - m

Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalnoS$ci rozwiazania (sprawdzenie przemieszczen)

Analizowana rama jest 3-krotnie statycznie niewyznaczalna (patrz punkt 2), nalezatloby wiec
sprawdzi¢ 3 przemieszczenia, ktérych warto$ci znamy. Obcigzenie jednostkowe do obliczenia
przemieszczeh przytozymy w uktadzie statycznie wyznaczalnym powstalym z ukladu danego
przez usunigcie 3 wigzi — obu wigzi sprezystych 1 wigzi momentowe] w wezle 2.
Przemieszczenia w miejscu usunietych wiezi powinny wynosic¢

M F 2
AT === = g, = 38.25054 k'\E'Im |
4
F _ 3
a = R _ZS24204KN e KN
k,  2El/m El

AZR =9, =0.
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El €
Pl P3 N
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2 El L 3
‘TRZZ
£
o @ Rax Y
fe— ——
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3 4m 3m B 2m X

Rozwigzanie ramy statycznie wyznaczalnej od P, =1
Obliczenie reakcji:

> X=0 = Ry =0,
>M,;=0, R,-9m+1=0= R;, =-0.1111/m,
>Z2=0, R;,+R;;=0= R;,=+0.1111/m.

¢{> @ %
‘o % El z £
.7777\7\7//)) @ p,=1 I
. /b\ q @ y
y ® 2El x ‘
s
£
y 38 RL =0.1111/m
S < £
El FH‘J I El <
G B ® Ry, =0/m ,
@ R =-0.1111/
g =V m
t 4m | 3m P 2m |
M_FMl Fgol
A= [ gy
1-2,1-4 E ij n kn
__°m [-39.2998kN m-0.5556+ 4-19.4672kN m - 0.5556/2 + 53.2342kN m - 0] +
6-2El
5.66m
S [-55.7434kN m - (-0.4444)+ 4 - (-17.8496 KN m) - (-0.4444/2) + 0)] =

2 2
KNM” _ 36 9497 KNM

= (~0.08459 + 38.33431)

17
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2 2
KNM” _ ) 00082 kNErIn .

AR — AT =(38.25054 — 38.24972)

Rozwiqgzanie ramy statycznie wyznaczalnej od P, =1
Obliczenie reakcji:

> X=0 = R; =0,

> M, =0, R2-9m+1-2m=0= R} =-0.2222,
>Z2=0, R.+R,+1=0= R} =-0.7778

IS
Te)
0
Ellcs

1-2,1-3,1-4 ij n n

__5m | [-39.2998kN m - (~3.889m)+4-19.4672kN m - (— 3.889m)/2 + 53.2342kNm - 0 m]+

6-2E

+ 65 r; [-14.6963kN m-3m+4-(-14.6963—12kN m)-3m/4—12kN m -0 m]+

5'662:‘” [-55.7434 KN m - (-0.8888m) + 4 - (-17.8496 kN m) - (-0.8888m/2) + 0)] =

KN m?® KN m?®

=(0.5921-103.483 + 76.6686) = -26.2208

KN m?

3
KN m ]:o.007073 s

kKN m?

AR — A, =-26.2137 - [— 26.2208

Rozwigzanie ramy statycznie wyznaczalnej od P, =1
Obliczenie reakcji:

> X=0 = R; =0,

>M,;=0, R)-9m+1=0= R} =-0.1111/m,
> Z=0, R)+R;=0= R, =+0.1111/m,
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__om [-39.2998 kN m - (—0.4444) + 4-19.4672 kN m - (— 0.4444 -1)/ 2 + 53.2342 kN m - (- 1)+

6-2El
5.66m
+
6E

[-55.7434 kN m - (-0.4444) + 4 - (-17.8496 kN m) - (-0.4444/2) + 0)] =

2 2
KNM” _ 500160 KN

= (~38.3359+38.33431)

7. Wstepne projektowanie przekroju ze wzgledu na zginanie

Uwaga: Rozwigzanie uktadu hiperstatycznego zalezy od proporcji sztywnosci elementow.
Dlatego, aby w dalszych obliczeniach mozna bylo skorzysta¢ z obliczonych elementow
macierzy sztywnosci zaprojektujemy dla elementow o sztywnosci EI 1 dwuteownik a dla
elementow o sztywnosci 2 EI przyjmiemy dwa takie same dwuteowniki.

Maksymalny moment dla elementéw o sztywno$ci EI — wynosi 55.74 KN m,
dla elementow o sztywnosci 2 El — 53.23 KN m (po podzieleniu przez 2 jest mniej niz dla EI)

Wskaznik na zginanie obliczymy ze wzoru

W > 7 max M 1.5-55.74kNm
. 215000 kN/m?
Dla elementoéw 1-3, 1-4, 1- 5 przyjmiemy 1260, dla elementu 1-2 przyjmiemy 21260.

=0.000389m° = 389cm’®

W, = 4415 cm®,  1,,, =5740 cm®,

El = 210000000kN/m? -5740-10®m* =12054 kN - m?,
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k, = 2E1/m?® =2.12054 kN - m?*/m® = 24108 KN/m,
k, =El/m=12054KkN -m.

8. Rozwigzanie ramy od przemieszczenia podpor

El S
(N

Ko = El/m

2El “{:i}

Ar, =0.012

4m

ks = 2E1/m®

3m

-

4m

'Y
_v

S
<
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Plan przemieszczen obréconych
i plan przemieszczen mozliwych

__ B.P.P.O N
A Vatd
N,
%
€ \ N7
o~ \ /6 6" 7"
70,67,
2:2|:2u I v 4":1":3.‘ / 8" 2" ” dO 1_2
______ — ——m o — = ===
pn Lo~ 1 7 N&=00M i do 7-3
6=6'=6" s
"%
=
__ v
< [r=7=7
2m |
vyt =-0.02m/5m =-0.004, wii =0,
vt =0,  wpt =0, SN = —Ar, =-0.02m.

Obliczenie momentow brzegowych w ukladzie podstawowym od przemieszczenia podpér
(wykorzystano wzory transformacyjne dla przyjetych elementow)

me = 2Bl 04 2.0.012-6.(~0.004)] = 0.0102E!
5m m

Mg = E[4-0.012+ 2-0-6-(~0.004)] = 0.02885L,
5m m

OAr _ np OAr _ g OAr _
M13 —M14 _M15 =0.

© 0.0288EI/m
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8.2 Obliczenie wspbéfczynnikow uktadu rownan metody przemieszczen

Elementy macierzy sztywnosci jak w punkcie 6.3

Wyrazy wolne od przemieszczenia podpor

Koy = > M2 (00192+000+000+000J El _00192E
: v m
J

19 1-3 1-4 1-5

IOA: Z(MOA +MOA) Vllj+zkésn 5$1r'5;n:

- (0.0192+O.0288)E-(_0'2j+0- 025 ,9.025 .01, 2E3' -(~0.02m)-(-1.75)=
m m m m m m
—_— = ——
1-2 1-3 1-4 1-5 ks
=(0.0096 +0.07)— El 00796 ﬂ
m?

Kijoa = Z(M - +M OA l//l”] +Zk5sn '5sAnr 5s|r|1 =

- (0.0192+O.0288)E«(EJ+0~2 +0.22%2 0.0 +£«(—0.02m)'(+1):
m m m m m m
1-2 1-3 1-4 1-5 T

= (~0.0096 - 0.04)— Bl _0.0496 E
m m

8.3 Szczegdbtowa postac uktadu rownan metody przemieszczen i jego
rozwigzanie

3. 7303ﬂ o)+ 0.1974E—|2 s -0. 3474 5,fr 0. 0192E =0,
m m
EI El E El

0.1974—- o + 6.3876—; - S -3. 7251 §ﬁr +0.0796— =0,
m? m m?

-0. 3474ﬂ o —3.7251E—|3 S +2. 2251 5,?“ 0. 0496E =0.
m? m m*

Rozwigzanie uzyskane programem calcoolator.pl/metoda-gaussa :

@ =-0.00101086,
5" =0.02014635m,
S," =0.05586085m.
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8.4 Obliczenie wartosci momentow brzegowych ze wzorow
transformacyjnych

'\/lijAr = L. IJ [au (plj + b]l (DJI (l//l: ) 5IN +l/lll éﬁr )]+ M P

ij

éﬂ . {4 -(~0.00101086)+2-0—6- [( 0. 2) 0.02014635m + 02, 0.05586085 mﬂ
m m m

)L~ 0.000440=" =
m m

Ar
Mlz -

+0. 0192E =(~0.00162 +0.00967 — 0.02681 - 0.0192

2
= 0.000440-w =5.2997kN-m
m
_2El

5m

{4 0+2-(— 0.00101086)—6(( 02) 0.02014635m + 2. 005586085mﬂ

m m

Ar
M 21

+ 0.0288E = (0 —0.00081+0.00967 — 0.02681+ 0.0288) El =0. 000440E =
m m

m
12054 kN - m?

=0.010848- I 130.766 kN -m

& [3 -(~0.00101086)-3- (% 0.02014635m + 0. 0.05586085 mﬂ +0=

Ar
MlS =
5m m m

2
= (~0.00061-0.00302) El _  0.00363. 12054KN-M" _ /12 onsekN-m

m
El

4\/5 m
2
( 0.00054 —0.00267 + 0. 007406) El = 0.004199-w =+450.6151kN -m

m m

Ar
M14 =

0.25 ( 0.25
m

-{3 -(~0.00101086)-3- (— 0.02014635m + j -0.05586085 mﬂ +0=
m

Mz =0 kN-m
12054 kN -m?

0.00101086)= -0.00101086=12.1849kN - m
m

MSAr:_k ‘§0Ar: EI (

) 1

8.5 Obliczenie sit przekrojowych i sporzadzenie wykresow

Obliczenie sil tnacych z rownan rownowagi elementow i sil osiowych z rownan rownowagi
wezlow

Element 1-2

> X=0, N,=N_ =0,
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M, + M
M, =0, v12~5m+|v|12+|v|21=o:>v12=_—125+m 2

V,, = 5.2997kN-m +130.766 kN - m _ _27.2131KN,

5m
ZZ =0, V,-V,,=0=V,, =V, =-27.2131 kKN

N51:0kN

t®

S
! Vi £ 0 kN
Q'j| £

A

Z N
S
I
o

4m

Naile

Element 1-3

D> X=0 Ny=N_=0

D> M;=0, Vg -5m+My; =0 =V, _ My —43.7376kN-m =8.7475kN,

5m om
> Z=0, V=V, =87475kN.

Element 1-4

> X=0, N,-N_=0= N, =N,,
M, _ 50.6151kN-m

— = =—-8.9426 kN,
5.66m 5.66 m

>M,=0, V,-566 M+M, +M, =0 =V, =
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>Z=0, -V +V,,=0= V, =V, =-89426 kN

Wezet 1

> X =0,

N, + N;; -cos f -V, sin f—N,, cosa -V, sina +V, =

=0+N,,-0.6-8.7475 kN-0.8—N,, -0.7071—(—8.9426 kN)-0.7071=0,

N,,-0.6—N,, -0.7071—0.6747kN =0

>2=0

-V, =N -sin -V, ;cos f—N,,sina+V,, cosa + N, =

= —(—~27.2131kN)-N,, -0.8 —8.7475 kN -0.6 — N, -0.7071+(—8.9426 kN)-0.7071=0,
~N,;-0.8—N,, -0.7071+15.6413 kN = 0

Obliczenie sit osiowych z rownan:

N, -0.6—N,, -0.7071—0.6747 kN =0,
~ N, -0.8— N, -0.7071+15.6413 kN =0,
1.4-N,-16.3160 KN=0 = N,, =+11.6543 kN,
N,, -0.6—0.6747 kN

N, = = +8.9349 kN
0.7071

Rownanie kontrolne

> M, =0,

MY —MS —MS5, —MJ — M =12.1849kN - m — (5.2997 - 43.7376+50.6151+ 0) KN - m =
=(12.1849+12.1772) kN-m = 0.0077 kN-m

Obliczenie momentow zginajacych

Rzeczywiste momenty zginajace na koncach elementéw majg warto$¢ rOwng momentom
brzegowym, znak zalezy od wyr6znionych wtokien

M/ =+5.2997kN - m,

My =-130.7660kN - m,

M.y =-43.7376kN - m,

M/ =-50.6151kN-m,

M. =0.00kN-m,

M2 =0.00kN-m,

Obliczenie momentu zginajacego w srodku elementu 1-2 i elementu 1-4

MY, = (MY + M2 )/2=(5.2997-130.766)kN - m/2 = -62.7332kN - m,
M, =MS/2 =-50.6151kN - m/2 = ~25.3075kN - m,
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WyKresy sil przekrojowych

z Z
N N
N N
~ (9 '
%o A
7y
p777773
-~ _
A
%16\#
X
S S
ke
%
ke ™)
X 4
2
o
x % :
£
2 A
@ 11 |e
e X Z
(% ~
~
o
(40]
—
Lz
=

v

+5.30 kN m

8.6 Kontrola poprawnosci rozwigzania

Sprawdzenie statycznej dopuszczalnosci rozwigzania - rownowaga pretow 1 wezlow, zostala
wykonana przy obliczaniu sit tngcych 1 osiowych.

Sprawdzenie globalnych réwnan rownowagi. Obliczenie reakcji przez odpowiednie rzutowanie
sit osiowych 1 sit tnacych
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RY =-V,, - = +27.2131kN,

RY =—N,, sin B —V,, cos 3 = —11.6543kN -0.8—8.7475kN - 0.6 =-14.5719kN,

RY =—N,, c0s B +V,, sin B =—11.6543kN -0.6+8.7475kN - 0.8 = 0.00542 kN,

R =—N,, sina +V,, cosa = —8.9349KkN -0.7071+ (— 8.94267kN)-0.7071=-12.6412kN.

Uwaga: Kontrolnie obliczymy reakcj¢ w wigzi sprezystej R,, ze wzoru
Ry, =Ry, =k, -8, =k, - (8! -8 + 81" - 50 +5% )=
2EI (-

1.75-0.02014635m +1-0.05586085m — 0.02 m) =-14.57901kN

Globalne rownania rownowagi

> X =0, —R,, =-0.00542kN,

>Z2=0, R, +R,, +R,, =+27.2131kN -14.5719kN —12.6412kN =0,

> M, =0,

M.-R,, - 2m+R,, - Tm+M,, =

=12.1849kN-m—27.2131kN - 2m —12.6412kN - 7m +130.766 kN - m = 0.0363kN - m

Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalnoS$ci rozwiazania (sprawdzenie przemieszczen)

Sprawdzimy te same 3 przemieszczenia co w punkcie 6.7. Powinny one mie¢ nastgpujace

warto$ci
M Ar _ . . _ . 2
AﬁR __My 12.1849KkN - m _ 12.1849KkN m _ ¢, = —0.0010186,
k El/m El
Ar . 3
AAZR _ R, _ 14.57193kN _ 172859 kN m
Ks 2El/m

AT =g, =0.
ZRlAr =

5 2mE| [5.2997 kN m - 0.5556+ 4 - (— 62.7332kN m)- 0.5556/2~130.766 KN m - 0] +

5.66m
+

=+0.000604 m,

MlAerl SN 1
AY = IJEI — A gx+y =non

1-2,1-4 ij n

[-50.6151kN m - (-0.4444)+ 4 - (-25.3075KN m)- (-0.4444/2) + 0)]+

2
KNM” 4 00222

—{(~0.112/m)-(-0.02m)+0-0.012} =14.6188

kN m?
=14.6188——— —0.00222 = 0.001213-0.00222 = —-0.00101

12054 kN m®
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MM 2 SArg?2 _
AY = — Uax+y "0 _N'R2Ar =
’ 12,1J.3,14 El ij Zn: kn Z T
5m

= gy 52997 KNm-(~3.889m)+4-(~62.7332kN m)- (~3.889m)/2 ~130.766kN m-0m] +

+_65 T-[-43.7376KN -3+ 4-(~43.7376 kN m)-3m/4—0KNm-Om]+

+ 5'662:" [-50.6151kN m - (-0.8888m) + 4 (-25.3075kN m) - (-0.8888m/2) + 0) }+ =

3
KNM™ 0 004444m =

-{(-0.2222/m)- (- 0.02m)+0-0.012} = 60.9020

3
= 60.9020kN—m2 —0.004444m =0.005052m —0.004444m = 0.000608 m

12054 kKN m

M A M 3 gArgs3 _
Ar 1) 1] n n 3 _
Ay = j = dx+zk——ZRrArr =
1-2,1-4 ij n n r
5m

= <oy [5:2997kN m(~0.4444)+4(~62.7332kN m)-(0.4444-1)2~130.766 kKN m - (- 1)]+

+ 5'662:”’ [-50.6151kN m - (-0.4444) + 4 - (-25.3075kN m) - (-0.4444/2) + 0)] +

kN m?

-{(-0.111/m)-(-0.02m)+1-0.012} =171.4518 ~0.014222 =

KNm?
= 171.4518—2 =0.014224-0.014222 = 0.000002

12054 KNm



