Politechnika Wroctawska KMBiIM — ZWM Materiaty dydaktyczne

Zadanie 5. — rozwigzanie przykladowe
Dla preta cienko$ciennego o przekroju i schemacie statycznym pokazanymi na rysunku:

e wyznaczy¢ charakterystyki geometryczne: I, I,, K, I, oraz S,, S,, S, w punkcie C
przekroju preta cienkosciennego,

e wyznaczyC wartosci i sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych: M,, M., T, T., My, M, i B,

e w przekroju a—a wyznaczy¢ wartosci naprezeni normalnych o, i zilustrowac je wykresami
oraz naprezenie styczne 7 w punkcie C; naszkicowa¢ rozktad naprezenia 7 na grubo$ci
Scianki w punkcie C.

Dane:

dla przekroju

Ly =20cm RN
Ly =30cm v
L3 =13cm

d=10 ]

B — punkt 2 @
Py — punkt 3 ‘ '

C — odcinek 2 (¢ = 0,30) =
P,=0  P,=0 <§ s @
Z1

gy, =0 ¢», = 3kN/m
obc — punkt 4 (obciazenie przylozone w punkcie 4)

dla belki
schemat statyczny — 1

P
l=5m Ia l q
przekroj a-a — 3 = 0,35 PP b it i bbb bbby bid]

AN AN
g:0,4 |a =
E Bl
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1. Charakterystyki geometryczne

1.1. Srodek ciezkosci

20
0= — ¥ =2,0cm 09 = 3,0cm 03 = 1,3cm
1T " A=20-20+30-3,0413-1,3 = 146,9 cm?

zC

30
Syl:20-2,0-0+30-3,0-?+13-1,3-30:1857cm3
Yo

20 13
LY S, :20~2,0-?+30~3,0-0+13-1,3~7 :509,9cm3
509.,9
— = 2 347
I_ - Yo = a5 — 0O
21 1857
2o = 146.9 = 12,64 cm

1.2. Centralne momenty bezwladnosci

3,0 - 303 30 2
Iy =20-2,0 - (—12,64)* + 2 5 +30-3,0- <7 - 12,64) +13-1,3- (30 — 12,64)* =
— 18735 cm*
2,0 - 20 20 1,3-133
I, = ’12 +20-2,0- <3—347) +30-3,0-(—3,47)> + ’12 -

+13-1,3- <——3,47) = 4516 cm?

20

30
Lo = 20-2,0 - (—12,64) (7 ~3 47) +30-3,0- (7 - 12,64) (=347) +

3
+13-1,3- (30 — 12,64) - (3 ~3 47) = —3150 cm*

1.3. Osie gltowne

2. (=3150)

——— =044
18735 — 4516 0,443

tg (2 o) = —
Yo Yo = 11,950
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1.4. Wykresy wspolrzednych

(20 — 3,47) - cos(11,95°) + (0 — 12,64) - sin(11,95°) = 13,55 cm
= (0 —3,47) - cos(11,95°) + (0 — 12,64) - sin(11,95°) = —6,01 cm
= (
(

3> = (0 —3,47) - cos(11,95°) + (30 — 12,64) - sin(11,95°) = 0,20 cm
13 —3,47) - cos(11,95°) + (30 — 12,64) - sin(11,95°) = 12,92 cm

= —(20 — 3,47) - sin(11,95°) + (0 — 12,64) - cos(11,95°) = —15,79 cm

= —(0—3,47) - sin(11,95°) + (0 — 12,64) - cos(11,95°) = —11,65 cm
—(0 —3,47) - sin(11,95°) + (30 — 12,64) - cos(11,95°) = 17,70 cm
—(13 —3,47) - sin(11,95°) + (30 — 12,64) - cos(11,95°) = 15,01 cm

Wi =0 Wy =0 wP=0 Wy =-30-13=—390cm?

11,65
—15,79

*601é\/

13,55

[cm] [cm]

17,70
z

1.5. Momenty bezwladnosci

12,92

Poniewaz odcinki konturu sa ukosne w stosunku do osi uktadu wspotrzednych do wyznaczania
momentow [, 1 I, zastosowano wzory trapezow.

I, = 260 :2 ((=15,79)% + (—11,65)%) + 2 - (—15,79) - (—11,65)} 2,0+
+3—69 :2 ((~11,65)2 + (17.70)2) + 2 - (—11,65) - (17,70)] 3,04+
163 :2 ((17,70)% + (15,01)?) + 2 - (17,70) - (15,01)] ‘1,3 = 19402 cm*
L - 260 :2 ((13,55)% + (=6,01)%) + 2 - (13,55) (—6,01)} 2,0+
+3—£ :2 ((=6,01)2 + (0,20)%) + 2 - (—6,01) (0,20)} 3,04+
163 2-((0, (12,92)?) +2- (0,20) - (12,92)] 1,3 = 3849 cm?

20)* +
1
321@3 5 (202,07 +30-3,0°+13-1,3%) = 3329 cm’

7
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IwBy =

[2 £12,92 - (=390) -+ 0,20 - (—390)] -1,3 = —28594 cm®

[sz =

|Eola

[2 -15,01 - (=390) + 17,70 (—390)} 1,3 = —52422 cm®

1.6. Gléwny biegun wycinkowy

— 601+_52422— 6.01 —2.70 = —8.71
Ya = =5 19402 (U= 6 fLem
11.65 —2859%4 11.65 +7.43 = —4.22
A = — _—_— = — = — cm
A ) 3849 ) ) )

1.7. Gléwna wspoélrzedna wycinkowa

1.7.1. Wspélrzedne gléwnego bieguna wycinkowego w ukladzie osi sSrodkowych

Yo
R230 /
2 I ° Yo = Ya - cos(—p) + za - sin(—p) =
zii@/’\ o — —8,71 - cos(—11,95°) + (—4,22) - sin(—11,95°) =
N I = —7,651cm
y 20 = —Ya - sin(—p) + za - cos(—p) =
= —(—8,71) - sin(—11,95°) + (—4,22) - cos(—11,95°) =
o = —5,932cm

z

1.7.2. Wspélrzedne gléwnego bieguna wycinkowego w ukladzie osi poczatkowych
Y1 = Yo+ yc = —7,601 + 3,47 = —4,181 cm
21 =20+ 2c = —5,932 4+ 12,64 = 6,708 cm

1.7.3. Wspéirzedna wp

Wspoétrzedna wyznaczana wzgledem poczatku zliczania Py podanego w danych do zadania.

12543 %\ 8,73

wf) =0
wf):wf)—\y1|~L2=0—\—4718"30:
= —125,43 cm?

Wl = + 2, Ly = —12543 46,708 - 20 =
= —125,43 4 134,16 = 8,73 cm?

W =w® = (Ly— 2) Ly =0— (30 — 6,708) - 13 =
= —302,80 cm?

1.7.4. Moment statyczny wspélrzednej wy

8,73 — 12543 ~125,43 40 0 — 302,80
SWA:%-20-2,0+++-30-3,0+f’-13-1,3:

= —10537 cm*

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021) 4
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1.7.5. Wspélrzedna w

Wspoélrzedna wyznaczana wzgledem gtéwnego poczatku zliczania.

—53,70 Sw —10 537
WA (Pg}) = AA = 146.9 71 73 cm
— w< = wy —wa (Py)

= 8,73+ 71,73 = 80,46 cm®
w® = —12543 + 71,73 = —53,70 cm?
7173 w® =0+ 71,73 = 71,73 cm?

. w® = —302,80 + 71,73 = —231,07 cm?

1.8. Gléwny wycinkowy moment bezwladnos$ci

2 -
I, = EO 2 - (80,46% + (—53,70)%) + 2 - 80,46 - (—53,70)] 2,0+
+% 2 ((=53,70)2 + 71,73%) + 2 - (—53,70) - 71,73] 3,0+
137
512 (71,737 + (—231,07)%) + 2 - 71,73 - (—231 07)] 1,3 = 428 855 cm®

1.9. Wspoéblezynnik gietno-skretny
GK 332,9 cm? 1 1
a=1/7% \/ 13 85E o = 001761 — = 1761 —

1.10. Momenty statyczne odcietej czesci przekroju w punkcie C

Wyznaczanie momentéw statycznych odcietej czeéci przekroju dla poszczegdlnych wspotrzed-
nych nalezy rozpoczaé¢ od ustalenia, ktora czes¢ przekroju jest ,odcieta cze$cia przekroju”.
Zalezy to od przebiegu lokalnej wspotrzednej s na poszczegdlnych odcinkach konturu, co, dla
analizowanego przekroju, pokazano na ponizszym rysunku.

Q [w
—

)

Y(odeinek 2;¢=0,3) = 0,20 + 0,3 - (=6,01 — 0,20) = —1,66 cm
Z(odcinek 2; £=0,3) — 17770 + 0,3 : <—11,65 - 17,70) = 8,90 cm
Wiodeinek 2:6=03) = 71,73 + 0,3 - (—53,70 — 71,73) = 34,10 cm”

<
o

_ 15.01 + 17.70 17,70 + 8,90

5,(C) = + 1313+ + 13003 -3,0 = 635,50 cm®

_ 12,92 + 0,20 0,20 — 1,66

5.(C) = + 13013+ S 230-03+3,0 = 9115 e’

_ 931,07 + 71,73 71,73+ 34,10

5,(C) = 220 2+ i -13~1,3+%~30-0,3~3,0:82,280m4

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021) 5
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2. Sily wewnetrzne

2.1. Pochodzace od zginania: sily tngce i momenty zginajace

2.1.1. Obcigzenie wywolujace zginanie belki

. . o kN
¢y = q-sinpy = 3 -sin(11,95°) = 3-0,2071 = 0,6212 —

o kN
q. = q - cospg =3 -cos(11,95°) = 30,9783 = 2,9350 —
m

2.1.2. Sily wewnetrzne w plaszczyznie OXZ

|a g. = 2,9350 &Y
NN NN NN NN s
AN Ia VANEEE
RX
o 1,75m |
™ 50m X
|
1 1
RZA:§~l-qz:§~5,0-2,935027,3375kN
I\ ¢ 2935052
My<§)— = 2 =9,17kNm
2 2
My(ﬁl):RZ-ﬁl—qz~(62l) :7,3375-1,75—2,9350-(1’75) = 8,35 kNm

T, (Bl) = R — q. - (B1) = 7,3375 — 2,9350 - 1,75) = 2,20 kN

(44,) fxm]

0
™.
9]

9,17

7,34
2,20
®

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021) 6
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2.1.3. Sily wewnetrzne w plaszczyznie OXY

E gy = 0,6212 X
NN NN NN R
N~ AN,
RY |2
Y 1,75 m |
> 50m |
|
1 1
Ry =5 -1-q,= 55006212 = 1,553kN
72 E2
M, (f) _ WU 06212:57 o) N
2 8 8
2 2
M. (Bl) = —RY - Bl +q, - (52” — 1,553 1,75+ 0,6212 - (1’;5) — —1,77kNm
T, (1) = RY — q, - (Bl) = 1,553 — 0,6212 - 1,75) = 0,47TkN
SR
T T
—_— @ (kN m)]
O I ———— _l @ [kN]

1,55
0,47

2.2. Sily pochodzace od skrecania preta cienkoSciennego: B, M,,, M,
2.2.1. Obciagzenie skrecajace pret cienko$cienny

Analizowana belka jest skrecana roztozonym momentem skre-
cajacym m wynikajacym z faktu, iz ptaszczyzna obcigzenia (A)/l m
(¢,) nie przechodzi przez gtowny biegun wycinkowy A. ]

Moment dziata zgodnie z ruchem wskazowek zegara, zatem y
zwrot jego wektora jest zgodny z osig £ — moment dodatni. z I
m=q., - (Ls+[y1(A)]) =3 (0,13 + 0,04181) _i
=0,515kNm/m y1(A)  13cm

Otrzymujemy belke skrecana:

ATATATATATATATATATATATATATATAYATATA
VAVAVAVAVAVIVASEIVIYEYESAVIVAVIYEYEY,

3 g 5,0m

W niektorych projektach wystepuje obciazenie sila skupiona. Sita ta dzialajac na ramieniu
wrzgledem bieguna A daje nam moment skupiony M skrecajacy pret cienko$cienny. Wartosé

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021) 7
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momentu skupionego wyznaczamy analogicznie do momentu m mnozac site P przez odlegltosc¢
bieguna A od linii dzialania tej sily.

2.2.2. Rownanie rézniczkowe skrecanego preta cienkos$ciennego — wartosci sit we-
wnetrznych

W wyniku rozwiazania roéwnania rézniczkowego skrecanego preta cienkosciennego:

m(x)

- FE1,

0" (z) — 0" (z)

otrzymujemy funkcje kata skrecenia 6(x), co pozwala nam wyznaczy¢ sily wewnetrzne w skre-
canym precie cienkosciennym:

Ms(z) = GK ' (z)
B(x) = —FE1,0"(x)
M, (r) = —EI,0" (x)

moment czystego skrecania

= bimoment

moment gietno-skretny

dla schematu statycznego rozwigzywanej belki otrzymujemy:

M= [ (2-) _sinh(a(él—w))]
« 2 cosh &
B % [1_ cosh (a (%l—x))]
o cosh 5
M., — m sinh (a (é l—x))
« cosh &
1 kNm
a=1,761— l=5m m =0,515 ——
m m

Dla skontrolowania poprawnosci wyznaczenia momentow skrecajacych Mg i M, mozemy wy-

znaczy¢ (i narysowa¢ wykres) catkowity moment skrecajacy M,.

M, = Mg+ M,

Wartoéci sit wewnetrznych:

dlaz =0m

0,515 <7 5 sinh (1,761 - (2 —0))
57 W _1’761 ' 9 0)— cosh 1,721.5 =0,9951 kNm
~ 0,515 Kim -1 cosh (1,761 - (3 —0)) kNG
-~ 1,7612 # cosh 1,7(2;1.5 = m
0,515 ™ sinh (1,761 (2 -0
w = 1 ( 1,76(12.5 ) _ 0,2924 kNm
1,761 - cosh 272

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021)
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dlax=p£1=035-5=1,75m

0,515 5 sinh (1,761 - (3 — 1,75))
= - 1,761 (= — 1,75 ) — ’ L = 0,3738 kN
® 1761 [ (2 ’ ) cosh L7015 ’ "
0,515 cosh (1,761 - (3 — 1,75))
= 1-— ’ 2 = 0,1579 kNm”
1,7612 [ cosh —1’721'5 ’ o
0,515 sinh (1,761 (2 — 1,75))
M,=-". 2 = 0,0125kN
1,761 cosh —1’721'5 o
1
dlaz=-1=25m
2
0,515 5 sinh (1,761 - (2 —2,5))
Mg == 1,761 (= —25 | — 2 = 0kN
s 1,761 [ ’ (2 ’ ) cosh 1’721'5 o
0,515 cosh (1,761 - (5 —2,5))
B=— 1-— ’ — = 0,1620 kNm?
1,7612 [ cosh@ ’ o
0,515 sinh (1,761 (2 —2,5
My = ——" ( 17(621-5 ) = 0kNm
1,761 cosh =
dlaz=1=5m
0,515 5 sinh (1,761 - (5 —5))
= 1,761 ( = —5) — 2 = —0,9951 kN
ST 1761 [ ’ (2 ) cosh L0 ’ "
0,515 cosh (1,761 - (2
B = ) _ ( - 76(25 )) — OkNm2
1,7612 cosh =
0,515 sinh (1,761- (3 —5)) _
M, =-""+". —0,2924 kN
1,761 cosh & 721 5 o
Lz [ B [ Ms | My [ M |
0,01 0,0 0,9951 | 0,2924 [ 1,2875
0,17 | 0,0972 | 0,9089 | 0,1211 || 1,0300
0,21 | 0,1374 | 0,7225 | 0,0500 || 0,7725
0,37 | 0,1539 | 0,4949 | 0,0202 || 0,5150
0,351 || 0,1579 | 0,3738 | 0,0125 || 0,3863
0,41 | 0,1603 | 0,2503 | 0,0072 || 0,2575
0,51 | 0,1620 | 0,0 0,0 0,0
0,61 | 0,1603 | -0,2503 | -0,0072 || -0,2575
0,71 | 0,1539 | -0,4949 | -0,0202 || -0,5150
0,81 | 0,1374 | -0,7225 | -0,0500 || -0,7725
0,97 | 0,0972 | -0,9089 | -0,1211 || -1,0300
1,00 | 0,0 -0,9951 | -0,2924 | -1,2875

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021)
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2.2.3. Wykresy sil wewnetrznych w skrecanym precie cienko$ciennym

(@] o
D~ (9]
0 Ne)
‘_‘.\ v—i\
= 2 [kNm?]
®
<t 0
N a
N =) /\
— 9 @
o— 3
(=)
C\]-\
T
3 2 ©
R A
e @ v
Al
10
=3
@ O'\
\
£ g ©
C\l‘\ O’DF
e @ v
i}
I~
® S
i

opracowal: Tomasz Kasprzak (maj 2021) 10



Politechnika Wroctawska KMBiIM — ZWM Materiaty dydaktyczne

3. Naprezenia

3.1. Naprezenia normalne w przekroju a—a

A M, N M . B A
@) — ¥, 0 72,04 —Z 0
Oy [y z T Y+ A w
(. v H/—/

Vv
M

8351073 MNm
1) _ (=1 .1 —2 .
> = 10402 105 mt (1579107 m
0,1579 - 1073 MNm?
428 855 - 10-12 m$

Ty

—1,77-10~ MNm
3849 - 108 m?

- (13,55) - 1072 m+

-(80,46) - 10~* m? = —0,57 + 2,96 = 2,39 MPa

8,35 102 —1,77-1073
@ _ 220V 1165)-1072 — Y (C6.01)- 1072
% = Tgaoz. 10— IO 107 - oo g (7601 - 107
0,1579 -107* 4
Basen o (793.70) 107 = 7,77 — 1,98 = 0,75 MPa
8,35 102 —1,77-1073
@ >0 1072 - ———.(0,20) - 1072
7 = Toa0z- 105 VPTO0T agg g (020107
1579 - 103
4(;’8 8?; . 1212 +(71,73) - 107" = 7,71 + 2,64 = 10,35 MPa
8,35 - 1073 —1,77-1073
@ 22777 (1501)-1072— —"" """ .(12.92).102
7 = fgaor-10s PO 10T T ggggygs (12:92) 107
0,1579-1073

2Rgnr 1oz (T23107) - 1071 = 12,38 — 8,51 = 3,87 MPa

[punke | 9@ | 0 | o0 | o) | o [ o |
(1) [[13,55 | -15,79 | 80,46 | 0,57 | 2,96 | 2,39
) || -6,01|-11,65| -53,70 || -7,77 | -1,98 | -9,75
) || 020 17,70 | 71,73 | 7,71 | 2,64 || 10,35
)

12,92 | 15,01 | -231,07 | 12,38 | -8,51 | 3,87

i)
~ ~
b o
b~ |

|
] ]
A E"'é
7,71
z o z z
m‘\
(o]
—
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3.2. Naprezenia styczne w punkcie C
M 0,3738 kNm
TS S 0= 3329 10 S -0,03 m = 3369 kPa = 3,37 MPa
S Mw : gw
TMA4w = y =
[ 5 1,6

0,0124 kNm - 82,28 -

10~8 m*

P 20 kN - 635,50 - 10°%m?®  047kN -91,15- 10~6 m?
19402-10%m*-0,03m = 3849-105m*-0,03m
—319,6kPa = —0,32 MPa

428855 - 10~12 mS
— [284,1 434,74+ 08] =

.
.
Fa]
.
i O
.
.
.
Famd

0,3

3,05

0,0

-0,03 m
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