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ROZWIAZANIE RAMY —_—T 1]
METODA k,:2E1/m l k —4'\'&
PRZEMIESZCZEN OD o oX 4l 30°
OBCIAZENIA ,,F” El El > 2R, DA

|, M =Fm
Rame pokazang na rysunku am | =F/m o

rozwigza¢ metoda
przemieszczen i dokonaé
kontroli rozwigzania.

% 3m 3m Zm—Lme—J

1. WYZNACZENIE STOPNIA GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI
1.1 PODZIAL NA ELEMENTY

I WYZNACZENIE LICZBY ik P
STOPNI SWOBODY OBROTU :
WEZLOW 1,  — I

Na rys. obok przedstawiono podziat -
uktadu na elementy, dla ktorych

dane sg wzory transformacyjne. @ @
Zaznaczono 5 katow

(¢Al’¢1Aﬂ¢125¢21’¢2C ), ktore O, =0, =
wystapity by w tych wzorach gdyby P —
zostaty one wypisane. Jak widac¢ BT
wszystkie te katy okre§lone sg przez x

2 katy obrotu weztow (¢, ¢, ), co (‘;‘ =N
Al T

O
c
A

oznacza, ze n, =2.
1.2 WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZLOW ng

a) Model przegubowy przedstawiono na
rysunku obok. Wigzi oznaczone liniami B @ @ c
przerywanymi odbierajg stopnie swobody ? ~ 8.

przesuwu, ktore zostaja uwzglednione we
wspotczynnikach wzordéw transformacyjnych
(dotyczy to elementu wspornikowego 1B i
elementu ,,s-1” 1A).
b) Oszacowanie
22-w—p—-r=2-8=T7-T7=2,
> 2. Wynika stad, ze model przegubowy ?(\
ma co najmniej 2 stopnie swobody
przesuwu (aby statl si¢ geometrycznie
niezmienny nalezy doda¢, co najmniej 2
wigzi).
¢) Analiza kinematyczna
Na rys. obok pokazano model przegubowy
z zaznaczonymi, strzatkami, mozliwymi
kierunkami przesuni¢¢ weztow. Wezet 2
takze ma mozliwo$¢ przesuwania sie, ale
kierunek mozliwosci przesuwu tego wezta
nie jest jeszcze okreslony.
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Na rys. obok pokazano model
przegubowy z dodang wigzig 7 , ktéra
wyeliminowala zaznaczone powyzej
mozliwe przesuni¢cia oraz zaznaczono
mozliwy jeszcze kierunek przesunigcia
wezla 2.

Na rys. obok pokazano model
przegubowy z dodanymi 2 wig¢ziami
1,11, ktorych dodanie sprawito, ze
model przegubowy stat si¢
geometrycznie niezmienny, co 0znacza,
zeng =2.

2. UKLAD PODSTAWOWY

3. ROZWIAZANIA UKLADU
PODSTAWOWEGO

3.1 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD OBCIAZENIA DANEGO

20.04.2017 r.

s

oy

3m

ZWL 2m—J

Podziat uktadu na elementy, obcigzenia dziatajace na poszczegdlne elementy, wykresy
momentoéw zginaj qcych sity r(')wnowaZne 1 momenty weztowe pokazano na rysunku ponize;.

e wr—n@
B NECIE

q,-(4m)* _ E'l6m2 8

P4—F/2

M;.(M)

le M;C M;C(F) V\§>o
mﬂ r? <| MCZ =
2m——2 m%‘

PMFm

(=

Mgc :Mgc(F)"‘Mzoc(M)

—
.| B =4qm
arl ) 1“"> q
4m
L J A
A o
M()
Al ‘73 mﬂ
Momenty brzegowe M =

6 m 6
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2
My =0, My =g, 22Oy M =My =0,
2 3 m-6
3-F-4 M
M;C(F)z—T’"z —0.75Fm, Mic(M)=~""=~05Fm,
M =M (FY+ M. (M)=—-125Fm, M =0,
Momenty wezlowe M? =0, M] =-M =—Fm.
Sity rownowazne B =4g,m=4F, P, =3q,m/2=3F, P,=P,=F]/2, P. =M =Fm.

3.2 ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEGO OD ¢, =1
(Mozna nie wykonywag¢, co pokazano w przykladzie 1b)
Momenty brzegowe: na koficach elementow, ktore doznaty obrotow M| ;=4 (EL/L)

na koncach przeciwnych M, =b,,(EI/L)

1j?

e Pozostale momenty brzegowe sa zerowe.

MfAzl-ﬂzO.Z-ﬂ, Milz—l-ﬂ:—O.Z-ﬂ, MIIB:M}H:O,
Sm m Sm m

M112=4.ﬂ=ﬂ.ﬂ, M;1=2-ﬂ=g-g, M;c:Mlczzo-
3m 3 m 3m 3 m

3.3 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD ¢, =1

(Mozna nie wykonywa¢, co pokazano w przykladzie 1b)
Momenty brzegowe

Wzory: M3, =a,,(EL/L),,, M3, =b,(EI/L),,.
Obliczenia: M} =4.ﬂ=ﬂ.g, M2 =2.ﬂ:g.ﬂ’
3m 3 m 3m 3 m
M22C23'2£=1'5'ﬂ: M, =0, M? =M3 =M, =M =0,
4m m

3.4 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD ¢, =1
Na rys. obok

przedstawiono i
odksztalcony model
przegubowy
(przerywane linie
zotte) 1 b.p.p.o. (obrot
zadano w prawo).
Przemieszczenia w

D, p', D"

miejscach sit ' b.p.p.o
réwnowaznych A,B,C,D, 1,2
7aznaczono na D", A"
modelu

: Il do AL N
odksztalconym 1(5) ',' 5 —1 \
(ciagte strzatki Z podobienstwa trojkatow X = Z," 1= \
niebi§skie) orazna A,I,SE oraz 1”,D5”,C” Il do 2 1-?:'.' ------ |.| do C2
powtorzonym ponizej X _om - x== 197737 o 2 |
(dla przejrzystosci) 1 4m 4 A"y= " '
b.p.p.o y_3m _3 :
z naniesionymi sitami " am 7y ~_ : ///
(czarne strzaltki ——
przerywane)
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przylozonymi do odpowiednich punktow
Wartosci wzajemnych przesunieé koncow pretow i katow obrotow cieciw pretow.

1 1
AIIA:+1"A":O = W{A:ﬂzo, AIIB:+1"B":O = ://{BzAizo,
L, Lip
A1 _ 1”211_ 3/4 = WI _ 3 A] =P"Cc'=0 = V/l :%:0
=- =- =, = = 1B >
212 ) 12 4.7 2C L,
Przemieszczenia w miejscach sil rownowaznych:
I I I I I b.p.p.o
5p =1, 5 =3/4, b6y =065 =0, Sp =W, =0. APBPCD12
Wydluzenie sprezystej wiezi translacyjnej 5, =—1-co0s30° = —3/2 e D"
Momenty brzegowe g
(Mozna nie oblicza¢, co pokazano w przyktadzie 1b) Op % S 1o =1
L. I _ 1 I‘
Wzor: M, =-c,-(EI/L), -y, . SR 2
. o 1 1 1 1 [ DA H
Obliczenia: M, =M, =0, Mip=Mg =0, Bz\i)é % VP3
EI 2 i
M112=M211=—6-12‘1//112=—6-EI-(—IJ=1‘E1, «—iP,
EI2C 1

M. =-3 Wi =0, M =0.

2C

3.5 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD ¢, =1
Na rys. obok przedstawiono odksztalcony model przegubowy i b.p.p.o., (tu dokonano obrotu w lewo).
Wartosci wzajemnych przesunie¢ koncow pretow i katow obrotow cieciw pretow

1
AH =+1”A”:0:>I/III=A1A=O, 5133 EP4
14 14 L P !
o, SO R L oo
v A\ " ,.CCC
A
N Sy 21\ = ICE
; sz P

B
AH
Al =4I"B =0 =yl =S80, ¢
Lyp .
’ 7

A, 1

AL =12 =1 =y =—2=—,
Y —>‘ Vi L, 3m b.p.p.o
Y ‘A A" A" A"B" C"1"
Al =Jprcl=-1 = W;’C:iw :_41 {.’:’A’A A,B,C,D,1,
<« m ™~ 2 2"
Przemieszczenia w miejscach sil S oy =1
réwnowaznych: 5y =65 =65, =0,
1
Sp =1, Oy =Yye=—.
’ ’ 4m
Wydluzenie sprezystej wiezi translacyjnej 8 =0
Momenty brzegowe (Mozna nie obliczac¢, co pokazano w przyktadzie 1b)
Wzér: M =—c,;-(EI/L), -y,
Obliczenia: M/ =M’ =0, Ml =M} =0,
EI El 1 2 FEI
MIP=pml=—6. =12yl = .= . — —_Z.
12 21 L, Vi 3m 3m 3 e
EI 2EI 1 3 EI
M][ :_3 2c 17 :_37 -— === MH _0’
2C i, Vac Am am 8 2 c2
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4. UKEAD ROWNAN I JEGO ROZWIAZANIE

4.1 POSTAC OGOLNA UKLADU ROWNAN
ki@ +ky @, +ky, -6, +ky -6, +kp =0,
Ky @y +ky @y +hyy -6 +kyy -6y +kyp =0,
ki@ +ky -0 +k -6, +k -6, +ky =0,
{‘111 2 k112 '(p'z + k11,1 '51 + k11,11" 511 +k,11F =0.
4.2 OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW UKLADU ROWNAN

= > M| +k‘”—[02+0+3 2) B3 H 5s3333. 2

aB2 m 15 m m
klzszzzg-g—O666667 ﬂ
3 m m
ky= Y M =(0+0+0.5) Eﬁ o.s-E%,
j=4,B,2 m m

k= Y M= (0+0—§)-H=—0.666667-5§,

2
j=A,B,2 m

ke = S MT M = (136+3+0—0j-Fm:235-Fm:8.3333333-Fm,

j=A,B.2
2 EI El
ky =M == =2 =0.666667 - —=k,,
m m
= > M; +kf —(4 3) BT E 8333333 2
e 3 2)m 6 m m
= > M, =(05+0)- o5 HL
j=1C m
2 3\ El 71 EI EI
=Sml=|-= - = 0.291667  —,
Ko jzlc ( 3 8) m2 24 m? m*
kyp = > M M =(0-1.25+1)- Fm=-0.25-Fm,
j=1,C
EI 1 EI
k== (M + M)yl =—0-0- 2( j:0.5-2=k1,,
j=A.B,2 ‘ m 4dm m
EI 1 EI
k==Y (M2 + M%)yl = 2.2 [—j—ozo.s-zzkz,,
fay-a m 4dm m
EI - 1 -3 3 EI
k,, =-— MM )yl +> k2806 ==-0-0-—- L 4.7 .S =325.
1,1 ;‘j—Al,l}Zl,lg,ZCU ]1) V/U z mZ 4m m3 2 2 m3
‘ -4 EI -1 EI
kiy=— S(MIaM")yl S kAL AL = —0-0-—"- =5~ —0+0=-033333333- 5,
’ ij—A1,B1,12,2C s A ‘ ‘ 3 m 4m m
5
3
k== (M M)yl =S P 5 = —0-0-0-0-4F 1-3F->—0-0-0=—625F,
ij=A1,B1,12,2C p=1 4
k== S (M +M) oyl = oo . BL. L _ 2 E—€=—0.66666667 ~E—12=km,
1j=14,1B,12 ’ m 3m 3 m m
EI 1 El -1 7 EI EI
kyy=— S M2 +M%))yl =—2. =2 — 15— = .= _0291667-—=k,,,
i 2j=;‘f2(c 2 ]2) l//] m 3m m 4m 24 m> m>
EIl 1 1
kp == SMI+ML)y 4 kAL ALY = —0-0- =2 5T 0=03333333 25 =k,
’ jj—ALB1,12,2C ‘ ‘ s m- 3m ’
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k11,11 == Z(MUH + MJIII ) ‘//i]]'[ + Zk;) : AL? ’ALil =
ij—A1,B1,12,2C s
——0— 0_;4 ﬂi_é ﬂ ;1 1575 ﬂ_o 53819444 - 71,
3 m? 3m 8 m® 4m 288 m’ m’
kIIF == Z(M;F +M;F) WU ZP 5” -
ij=A1,B1,12,2C
-1 F 1
=0-0-0—(-1.25)Fm-——0-0——-1-0— Fm-— = —1.0625F .
] ] ] 4m 2 4m
4.3 POSTAC SZCZEGOLOWA UKLADU ROWNAN I JEGO ROZWIAZANIE

3.533333 -, +0.666667 £ @, + O.SE—I2 o, -0. 666667 51, +8.333333 Fm =0,
m m m m’

0.666667 L1 +2.833333 EL. 4 0.52-5, ~0.291667 —12-5,, - 0.25Fm =0,
m m m m
EI EI EI EI

055+ 05-p, + 325 505,-0.333333 —'5,, —  6.25F =0,
m m
— 0.666667 —é-(pl —0.291667 ZL. . —0.333333 EL .5, 1 0.538194 EL.s. — 1.0625F = 0
m m m Wl
@, =—2.704608 - Fm* | El, @, =0.34150- Fm* / EI,
5, =2311305-Fm® / EI 5, =0.240559 - Fm* | EI.

5. SILY RZECZYWISTE
5.1 OBLICZENIE MOMENTOW BRZEGOWYCH I SIL. W WIEZIACH SPREZYSTYCH

Wzor: M =M o +Mj ¢, +M; -5, +M;1-5,,+M;F.
Obliczenia: M7 = EL Fm
m
2
Mli =0.2- ﬂ -(—2.704608 - Fnj )+0+O+0+136Fm:4_79241Fm
m
My =0, M/ =M, =3Fm,
2 2 3 3
i =4 EL Cg0a608. T 0 2 EL 34150 7 L L EL ) 311305 2 EL 4056 F 4o
3 m EI" 3 m El2'm El 3 m
= -2.3832Fm,
2 2 3
af =2 B 2 q0a608- ) 1 2 B 034150, T 2 B g 31s0s 2 B I o
3 m EI" 3 m B2 El 3w
=—0.35246Fm,
2 3
ME =042 EL 034150 7 1042 EL 024056 7 2 pm = —0.64754Fm,  ME, =o.
2
Moment w wiezi rotacyjnej: S? =k1‘/’1 =2 EZ (_ ' ,F”; J=—5.49216-Fm.

Zmiana dhugosci wigzi translacyjnej
AL, = AL, -5, + ALY -5, =—=2~/3-2.3113- Fm® / EI +0 = -2.0016 - Fm® / EI.
Sila osiowa w wiezi translacyjnej: S? :k;” ‘AL, =4-EI/m’ -(—2.3113-Fm3 /EI)——8.0064-F.
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5.2 OBLICZENIE SIL. TNACYCH I SIL OSIOWYCH ORAZ KONTROLA STATYCZNEJ
DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA

Brzegowe sily tngce wyznaczymy z roOwnah roéwnowagi pretow a sity osiowe z réwnan
rownowagi pretow 1 weztdéw. W tym celu uktad dzielimy na prety 1 wezly oraz obcigzamy wydzielone
elementy obcigzeniem danym i na brzegach sitami brzegowymi (okreslonymi juz momentami
1 szukanymi sitami osiowymi i tngcymi) z uwzglednieniem znanych wartosci wynikajacych z
warunkow podparcia (Ng; = Vg = Va1 =0)

A
MAl‘Q(_,\VAlzo
NAI
——
3.2076Fm+4.7924Fm+V, - Sm+1F/m-4m-2m=0 = V,,=-320-F,
DM, =M, +M,, +V, -5m—q,-4m-2m=0 =
32076 Fm +4.7924Fm +0—1F /m-4m -2m = 0 (spetnione tozsamos$ciowo),

3 12
ZX:—NA1+N1A+q1.4m.g:0 = NIA_NAIZ_?.F,
3 .
PRET B-1 ZMB=MBI+MIB+VIB'3m+q2 m'233m=0
2F - 2-
0+3Fm+V,5-3m+ 3m. 3m=0 = V, =-3F,
m-2 3
3 . )
ZM12M31+M13+V31'3’"_Q2 m'MZO :>3Fm+0—2F 32m.3;n:0
m.
(spetnione tozsamos$ciowo),

PRET 1-2
S M, =My, +My +Vy, 3m=0 = —23832Fm—03525Fm+V, 3m=0 = V, =09119F,
S My =M+ My +Vy 3m=0 = —23832Fm—03525Fm+V, 3m=0 = V,=09119F,
2X=-Np+Ny=0 = Njp-Ny=0
PRET 2-C S M,=M,. + M., +V,, - 4m+F -2m—1Fm=0 =
—0.6475Fm+0+V,, -4m+Fm=0 = V., =-0.08811F,
SM, =M, + My, +V,. 4m—F - 2m—1Fm=0 =
—0.6475Fm+0+V,. -4m-3Fm=0 = V,.=09119F,
2 X=-Nyc+Ne; =0 = Ny =Ne, =0
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WEZEL 1
M, =-M,,—M,, —-M, —S/ =-4.7924Fm —3Fm — (-2.3832Fm) — (-5.4092Fm) = 0
(spetione tozsamosciowo),
YXY=V,-Vy-V,-06+N,,-08=0 =
09119F - (-3F)—-(-3.2F)-0.6+N,,-08=0 = N,, =-7.2899F
>X=N,-Njy-N,,-06-7V,,-08=0 =
N, —0-(-7.2899F)-0.6 - (-3.2F)-0.8=0 = N,, =—6.9339F

Z trzeciego réwnania dla preta A-1 N, =N, + 152F =-7.2899F +2.4F = -4.8899F'.

WEZEL 2
M, =-M, —M,. —M =—(-0.3525Fm)— (-0.6475Fm)—1=0  (spetnione tozsamosciowo),

XY =V,.-V,,=09119-09119=0 (spetnione tozsamo$ciowo),
>X=N,.—-N,,=—0+0=0 = N,.=N,, =-6.9339F.
Z trzeciego roOwnania dla preta 2-C wyznaczamy
5.3 WYKRESY SIL. PRZEKROJOWYCH

Ng, = Ny =—6.9339F .

£
£
£
Lo, 63 o
g { <
A, J N ©
PN K
- F
£ £ £
3 e
S -
1.2076Fm -
5.2076Fm
5 * 6.9339F
S 3 oF .
~ 7.2899
/O,'_/éﬂ 0.08811F 2 -
+ [ [
0.9119F
- F
%4 - N
4.88995F

6. KONTROLA ROZWIAZANIA ]
6.1 KONTROLA STATYCZNEJ DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA

Kontrola ta zostala wykonana w trakcie wyznaczania sit tnagcych i osiowych.
6.2 KONTROLA KINEMATYCZNEJ DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA
1) Wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalno$ci ukladu
M (2)
t=1
e=5
n,=e—3t=5-3-1=3

(2)

8 Stanistaw Zukowski



MP — przyktad 1a — rama - obcigzenie F - wykorzystanie rozwigzan od przemieszczen jednostkowych
w pelnym zakresie 20.04.2017 1.

2) Uklad podstawowy metody sil bez obciazen danych

Sity X, i X, musza tu byé przyjete z takimi zwrotami jak w rozwiazaniu metoda przemieszczen .

2Ellm@ ko= 4El /m3
X2 ml‘%‘lso
1 %

2 2El

B

- 4m————»

3) Rozwigzania ukladu podstawowego metody sil od jednostkowych sil hiperstatycznych
Wartosci reakcji 1 wykresy momentdéw zginajacych od obciazenia X, =1 X, =1pokazano na
rysunkach ponizej.

- 3
71_\/5 ol _1 X,=1 ! Sl‘z_I
51=0 0¥ Si=e 5l=1 X L =T
0 t 307
30 s 4 2E
_\/5_4 M11=—* 7 ‘ZI—A‘_\/?
28m in 7 28m
4m
MZ
X

4) Sprawdzenie kinematycznej zgodnoSci przemieszczen

bl F Ff)
Wzor: AiF:J-A/IE;M-dx+ZSkS ~A da i=12..

i,rz 2
K

Obliczenia;:

AIF_O+6SZI (1-32076+4-1-12076+1-(-4.7924)- Fm+6321 (1 (2. 3832)+4 - (—10154)+f 03525) Fm+

+27m. i-(—0.6473+4-§-0.2643+z-1.1762-Fm+27’%- g-1.1762+4~1-1.0881+0 -Fm+
6-2E1 \7 7 7 6-2E1 \7 7

J— . 3
0+ﬁ( 8.00667) - m 0=
14m-4- EI :

3m 11 4
=0+0+— [ —1-(-2.383)+4- ~1.0159+| —= |-03525|- Fm+
Bor 6EI( (-2383) ( 14J( 3 ( 7J j

2 —4-(—0.6475)+4-(—3}-0.264%(—2}1.1762 Fm+
6-2E | 7 7 7

P -(—2~1.1762+4~(—;)I.OSSHO)Fm 1-(=-54090Fm-m  —3--(-8.0066F)-m’ _,

6-2E1 2-EI 14m-4- EI e
Otrzymane rozwigzanie jest, wigc kinematycznie dopuszczalne.
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