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ROZWIĄZANIE DŹWIGARA ZAŁAMANEGO W PLANIE METODĄ SIŁ 
I OBLICZENIE PRZEMIESZCZENIA 

 

Dany jest dźwigar załamany w 
planie.  
Rozwiązać go metodą sił, 
sporządzić wykresy sił 
przekrojowych i dokonać kontroli 
rozwiązania oraz obliczyć 
zaznaczone przemieszczenie.  
 
 
 
Uwaga dotycząca oznaczeń.  
Aby uniknąć niejednoznaczności  
oznaczeń wszystkie przemieszczenia 
obliczane w statycznie wyznaczalnym 
układzie podstawowym i dotyczące tylko 
układu podstawowego oznaczać będziemy 
małym symbolem   a przemieszczenia 
obliczane w statycznie niewyznaczalnym 
układzie danym lub obliczane w układzie 
podstawowym a dotyczące układu danego 
oznaczać będziemy dużym symbolem  . 
Siły przekrojowe i reakcje wyznaczane  
w układzie podstawowym oznaczać 
będziemy odpowiednim symbolem  
z nadkreśleniem (np. M ) a w układzie 
danym oznaczać będziemy odpowiednim 
symbolem bez nadkreślenia (np. M ).  
 

 
 

I..ROZWIĄZANIE DŹWIGARA DANEGO OD DANEGO 
OBCIĄŻENIA 
 
1 WYZNACZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOŚCI 
Aby skorzystać z wzoru     tenh  3    przekształcamy 

układ dany w zbiór tarcz „sztywnych” otwartych przez 
usunięcie więzi podporowych, dokonanie przecięć wszędzie 
tam gdzie połączenie nie jest pełne oraz „otwarcie” tarcz 
zamkniętych. Tu wystarczy usunięcie więzi podporowych, co 
ilustruje rysunek obok. Należy pamiętać, że uwzględniamy tu 
tylko więzi nie leżące w płaszczyźnie dźwigara w 
przeciwieństwie do ram płaskich, w których uwzględnia się tylko więzi leżące w płaszczyźnie 
dźwigara.  
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3 ROZWIĄZANIA UKŁADU PODSTAWOWEGO 
3.1. ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD OBCIĄŻENIA DANEGO F=(M,F,Q) 

Uwaga: Wszystkie wielkości wyznaczane      
w tym punkcie wyróżniamy nadkreśleniem     i 
indeksem górnym F. Dla skrócenia zapisu   w 
obliczeniach pominiemy te wyróżniki stosując 
pełne symbole tylko w oznaczeniach wielkości, 
z których korzystać będziemy  w dalszych 
obliczeniach.  
Wyznaczenie reakcji podpór 
 )   (, przegubustronyprawejzBXM 065.45.15 2  mRmFmmq      

065.45.15/4.0 2  mRmFmmmF   FRR
F

25.122  , 

 )   (, przegubustronyprawejzBYM 0225 1  RMmFmmq    

04225/4.0 1  RFmmFmmmF    FmRR
F

1011  , 

  05 52 RRFmqZ        025.15/4.0 5  RFFmmF     FRR
F

75.155  , 

  04)  lewej (, RM przegubustronyzBX , 

04) 53  lewej (,  mRRM przegubustronyzBY     0475.13  mFR     FmRR
F

733  . 

Obliczenie wartości rzędnych charakterystycznych sił przekrojowych.  
Pręt A-B 04  RMxMx BAAB ,  FmRMyAB 73  ,      

0475.17453  mFFmmRRMyBA , FRVzVz BAAB 75.15  , 

Pręt B-C     04.275.106.074.2cossin 543  mFFmmRRRMxMx CBBC  , 

  mRRRMyBC 2.3sincos 543  02.375.108.07  mFFm , 

 mmqmRRRMy BCQ 25.15.27.5sincos 543,   

 FmmmFmFFm 125.3125.3/4.07.575.108.07 2  , 
  mmqmRRRMyCB 5.252.8sincos 543   

 FmmmFmFFm 75.35.12/4.02.875.108.07 2  , 
 FRVzBC 75.15  ,   FmmFFmqRVzCB 25.05/4.075.155  , 

Pręt C-D      sin1RMxMx DCCD FmFm 66.010  ,   

 mFmRRMyCD 5.25cos 21  FmFmmFFm 25.45.2525.18.010  , 

          FmmFFmmRRMy CDF 875.45.225.18.0105.2cos 21,   , 

FmFmRMyDC 88.010cos1   ,  

FFFFRVzCD 25.025.12  ,    FRVzDC 25.12  , 

Moment zginający w więzi sprężystej nr 1:  FmMyS ED
F

101   

Siła podłużna w więzi sprężystej nr 2:   FRS
F

25.122   
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Wykresy sił przekrojowych. 
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3.2.ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD OBCIĄŻENIA  X1 = 1 

 
Uwaga Wszystkie wielkości wyznaczane  
w tym punkcie wyróżniamy nadkreśleniem  
i indeksem górnym 1. Dla skrócenia zapisu  
w obliczeniach pominiemy te wyróżniki 
stosując pełne symbole tylko w oznaczeniach 
wielkości, z których korzystać będziemy  
w dalszych obliczeniach.  
Wyznaczenie reakcji podpór.  

  062)   (, mRM przegubustronyprawejzBX             0
1
22  RR , 

  011)   (, XRM przegubustronyprawejzBY              1
1
11  RR , 

  052 RRZ       0
1
55  RR ,    04)  lewej (, RM przegubustronyzBX , 

 )  lewej (, przegubustronyzBYM 04 153  XmRR     0103  R        1
1
33  RR . 
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Obliczenie wartości rzędnych charakterystycznych sił przekrojowych. 
Pręt A-B 04  RMxMx BAAB , 13  RMyAB , 

 )1   ( XmomentemprzedBAMy 101453  mRR , )1   ( XmomentemzaBAMy

01014 153  XmRR  05  RVzVz BAAB , 

Pręt B-C     )1   ( XmomentemprzedBCMx

06.0106.01sin4.2cossin 1543   XmRRR , 

 CBXmomentemzaBC MxMx )1   ( 6.0006.01sin)(4.2cossin 11543   XXmRRR  

)1   ( XmomentemprzedBCMy 08.01008.01cos2.3sincos 1543   XmRRR  

)1   ( XmomentemzaBCMy 8.00008.01cos)(2.3sincos 11543   XXmRRR

 8.00008.01cos)(2.8sincos 11543   XXmRRRMyCB

 05  RVzVz CBBC  

Pręt C-D      sin1RMxMx DCCD 6.06.01  , 

           mRRMyCD 5cos 21  8.08.01  , 8.08.01cos1  RMyDC ,  

 02  RVzVz DCCD ,     

Moment zginający w więzi sprężystej nr 1:  1
1
1  EDMyS  

Siła podłużna w więzi sprężystej nr 2:   02
1
2  RS  

 
Wykresy sił przekrojowych. 
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3.3.ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD OBCIĄŻENIA  X2 = 1. 

Uwaga: Wszystkie wielkości wyznaczane     
w tym punkcie wyróżniamy nadkreśleniem   
i indeksem górnym 2. Dla skrócenia zapisu 
w obliczeniach pominiemy te wyróżniki 
stosując pełne symbole tylko w 
oznaczeniach wielkości, z których korzystać 
będziemy  
w dalszych obliczeniach.  
Wyznaczenie reakcji podpór.  

 )   (, przegubustronyprawejzBXM   06 22  XmR       
m

RR
6

12
22  , 

  01)   (, RM przegubustronyprawejzBY           0
2
11  RR , 

  052 RRZ      0
6

1
5  R

m
     

m
RR

6

12
55  , 

  024)  lewej (, XRM przegubustronyzBX ,   1
2
44  RR , 

  0453)  lewej (, mRRM przegubustronyzBY     0
6

4
3 

m

m
R       

3

22
33  RR . 

Obliczenie wartości rzędnych charakterystycznych sił przekrojowych. 
Pręt A-B 14)2   (  RMxMx XmomentemprzedBAAB , 01124)2   (  XRMx XmomentemzaBA
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4. UKŁAD RÓWNAŃ I JEGO ROZWIĄZANIE. 
4.1.OBLICZENIE WSPÓŁCZYNNIKÓW UKŁADU RÓWNAŃ 
 

Współczynniki układu równań obliczamy wykorzystując wzory 
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Do obliczenia całek w powyższych wzorach zastosowano wzór Simpsona lub Mohra . Ze względu na 
charakter wykresów momentów skręcających i zginających całki w powyższych wzorach 
przedstawiono w postaci sum całek dla przedziałów całkowania, w których funkcje podcałkowe 
spełniają założenia umożliwiające zastosowanie odpowiedniego wzoru.  
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4.2.POSTAĆ SZCZEGÓŁOWA UKŁADU RÓWNAŃ  
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4.3.ROZWIĄZANIE UKŁADU RÓWNAŃ  

FmXX F  419255.411  ,               FmXX F  851975.022  . 
 
5. SIŁY RZECZYWISTE 
5.1. OBLICZENIA 

Obliczenia wykonano w tabelach wykorzystując wzory 
F

r
F

r
F

r
F
r RXRXRR  2

2
1

1 ,         FFFF MXMXMM   2
2

1
1 , 

FFFF NXNXNN   2
2

1
1 ,  FFFF VXVXVV   2

2
1

1  
F
s

F
s

F
s

F
s SXSXSS  2

2
1

1
 

Uwaga: W tabelach zamiast nadkreślenia zastosowano przekreślenie a wart. rzeczywiste wytłuszczono 
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X1/Fm = -4.419255 X2/Fm = 0.851975

Pręt p s k p s k

Mx1 0 0 0 My1 1 1 1

Mx2 1 1 1 My2 -0.666667 -0.3333 0

MxF 0 0 0 MyF -7 -3.5 0

MxF 0.8520 0.8520 0.8520 MyF -11.98724 -8.2032 -4.4193

Mx1 0.6 0.6 0.6 My1 0.8 0.8 0.8

Mx2 0.8 0.8 0.8 My2 -0.6 -0.1833 0.233333

MxF 0 0 0 MyF 0 3.125 3.75

MxF -1.9700 -1.9700 -1.9700 MyF -4.0466 -0.5666 0.4134

Mx1 0.6 0.6 0.6 My1 -0.8 -0.8 -0.8

Mx2 0 0 0 My2 -0.833333 -0.625 -0.41667

MxF 6 6 6 MyF -4.25 -4.5625 -4.875

MxF 3.3484 3.3484 3.3484 MyF -1.4246 -1.5596 -1.6946

Mx1 0.6 0.6 0.6 My1 -0.8 -0.8 -0.8

Mx2 0 0 0 My2 -0.416667 -0.2083 0

MxF 6 6 6 MyF -4.875 -6.4375 -8

MxF 3.3484 3.3484 3.3484 MyF -1.6946 -3.0796 -4.4646

BC

CF

FD

MOMENTY SKRĘCAJACE I ZGINAJACE

Momenty Mx/Fm Momenty My/Fm

AB

 
 

X1/Fm = -4.419255 X2/Fm= 0.851975

Pręt AB VAB VBA Pręt CF VCF VFC

V1 0 0 V1 0 0

V2 0.166667 0.1666667 V2 0.16667 0.16667

VF 1.75 1.75 VF -0.25 -0.25

VF 1.8920 1.8920 VF -0.108 -0.108

Pręt BC VBC VCB Pręt FD VFD VDF

V1 0 0 V1 0 0

V2 0.166667 0.1666667 V2 0.16667 0.16667

VF 1.75 -0.25 VF -1.25 -1.25

VF 1.8920 -0.1080 VF -1.1080 -1.1080

R1/Fm R2/F R3/Fm R4/Fm R5/F S1/Fm S2/F

R1 -1 0 1 0 0 -1 0

R2 0 -0.166667 -0.6666667 1 0.16667 0 0.166667

RF -10 1.25 -7 0 1.75 -10 -1.25

RF -5.5807 1.1080 -11.9872 0.8520 1.8920 -5.5807 -1.1080

Reakcje Siły w więz. spręż.

SIŁY TNĄCE I REAKCJE

Siły tnące/FSiły tnące/F
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5.1.WYKRESY SIŁ PRZEKROJOWYCH 
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6. KONTROLA POPRAWNOŚCI ROZWIĄZANIA. 

Kontrola rozwiązania polega na sprawdzeniu czy otrzymane rozwiązanie jest statycznie i 
kinematycznie dopuszczalne, czyli czy siły spełniają równania równowagi a przemieszczenia są 
kinematycznie zgodne. Dokonując kontroli należy pamiętać, że kontroli podlegają tylko te wartości, 
które występują w obliczeniach kontrolnych.  

 
6.1.KONTROLA STATYCZNEJ DOPUSZCZALNOŚCI ROZWIAZANIA. 

Zaleca się, aby do sprawdzenia równań równowagi, podzielić układ na pręty i węzły i dla 
każdego tak wydzielonego elementu sprawdzić 3 równania równowagi. W tym przypadku kontroli 
podlegają wszystkie wartości brzegowe sił przekrojowych.  

A

D

B

C
M = 4Fm

q = 0.4F/m

F

MxAB
MxBA

MyAB

MyBA
VzAB VzBA

VzBA

MyBA

MxBC

MxCB

MxDF

MxCF

VzDF

VzCF

VzCF

VzBC

VzCB

VzCB

VzBC

MyBC

MyBC

MyCB
MyCB

MyCD

MyDC
MyCD
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M

F

q


 x


xy

xy

x

y

y

sin = 0.6
cos = 0.8

RZUT NA PŁASZCZYZNĘ POZIOMĄ
I  UŁADY WSPÓŁRZĘDNYCH

(osie z przyjęto skierowane w dół)

x

y

DMxDF

VzDF

MyDC

symbol

symbol

oznacza siłę o zwrocie zgodnym z osia z

oznacza siłę o zwrocie przeciwnym do osi z

C

BA

MxAB

MyAB

VzAB

MxBA

MyBA

VzBA

MxBC

VzBC

MyBC

VzBA

MyBA

MyBC

VzBC

MxCB

VzCB

MyCB
MyCB

VzCB

MxCFVzCF

MyCD

MyCD

VzCF

 
Na rysunkach powyżej pokazano elementy, dla których sprawdzimy równania równowagi. Na 
rysunkach tych zaznaczono siły przekrojowe z dodatnimi zwrotami. Do równań równowagi siły te 
będziemy, więc wstawiali z takimi znakami, jakie otrzymano w tabelach i zaznaczono na wykresach.  
Dla pręta AB 
        0852.0852.0  FmFmMxMxMx BAAB , 

00001.04892.1)4193.4()9872.11(4  FmmFFmFmmVzMyMyMy BABAAB , 

        0892.1892.1  FFVVVz BAAB , 

Dla pręta BC 
         0)97.1()97.1(  FmFmMxMxMx CBBC , 

 mmqmVzMyMyMy CBCBBC 5.255  

FmmmFmFFmFm 999.05.12/4.05)108.0()4134.0)0466.4( 2  , 

        05/4.0)108.0(892.15  mmFFFqVVVz CBBC , 

Dla pręta CD 
         03484.33484.3  FmFmMxMxMx DCCD ,    

 mFmVzMyMyMy CBDCCD 5.25  

05.25)108.1()4646.4()4246.1(  FmmFFmFm , 

       01)108.1()108.0(5  FFFqVVVz CBBC , 

Dla węzła B  
06.0)0466.4(8.0)97.1(852.0sincos  FmFmFmMyMxMxMx BCBCBA  , 

08.0)0466.4(6.0)97.1(4193.4(cossin  FmFmFmMyMxMyMy BCBCBA 
      0892.1892.1  FFVzVzVz BCBA , 

Dla węzła C  
        sincossincos CDCDCBCB MyMxMyMxMx  

      00001.06.0)4246.1(8.03484.36.04134.08.097.1(  FmFmFmFmFm , 
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       MMyMxMyMxMy CDCDCBCB  cossincossin  

048.0)4246.1(6.03484.38.04134.06.097.1(  FmFmFmFmFm , 

       0)108.0()108.0(  FFVzVzVz CDCB . 

 
6.2.KONTROLA KIINEMATYCZNEJ ZGODNOŚCI PRZEMIESZCZEŃ. 
 

Kontrola zgodności przemieszczeń polega na sprawdzeniu zgodności przemieszczeń układu 
rozwiązanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w tylu miejscach ile wynosi stopień statycznej 
niewyznaczalności. Sprawdzimy przemieszczenia w miejscach 1 i 2 ( F1  i F2 ) wykorzystując wzór 

na przemieszczenia  
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II..ROZWIĄZANIE IZOSTATYCZNEGO MODELU DŹWIGARA OD 
OBCIĄŻENIA JEDNOSTKOWEGO 1iP  
 
Uwzględniając, że znamy rozwiązanie rusztu danego od danego obciążenia ( FMx , FMy , )F

sS , w celu 

wyznaczenia szukanego przemieszczenia musimy jeszcze wykonać rozwiązanie dowolnego modelu 
izostatycznego dźwigara od obciążenia jednostkowego przyłożonego w miejscu i kierunku szukanego 
przemieszczenia ( 1iP ). Do rozwiązania przyjęto model jak na rysunku poniżej. 
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W wyniku rozwiązania tego układu otrzymano: 

011  i
RR ,   022  i

RR ,   mRR
i

833  ,   mRR
i

344  ,   155  i
RR ,   01 

i
S ,   .02 

i
S  

 
Wykresy momentów 
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III..OBLICZENIE SZUKANEGO PRZEMIESZCZENIA 
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