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1. Dane i szukane

Ukiad zatamany w planie o schemacie i gqbeniu jak na rysunku rozaezac metod sit
i obliczy¢ wartgé¢ zaznaczonego przemieszczenia odzdkgo obcizenia oddzielnie.
W obliczeniach przyg, ze konstrukcja wykonana jest =z rur stalowych, tzn.
Gl,=0.76E!, ze stali o wytrzymakxi obliczeniowej rownej 235 MParedni wspotczynnik

obciazenia wynosi y, =1.3. Przy projektowaniu przekroju zastosdwa hipotez
wytrzymataciowa Hubera-Misesa-Hencky’'ego (H-M-H).

P=40kN

M =20 kNm

SzukaneM |, MF,VF, A%, MT, MI, VT, AT, M2, M2, Ve, A2,

2. Sprawdzenie geometrycznej niezmienno  $ci uktadu
| obliczenie stopnia statycznej niewyznaczalno  $ci

Szkic tarcze —wzi

e

A A
M o

t=1, e=3+1=4,

Stopier statycznej niewyznaczalfm: n, =e—-3*t=4-3=1.

Uktad skiada si z jednej tarczy podpartej 4 gziami niezbienymi, wobec tego warunki
geometrycznej niezmiengkd: ilosciowy e= 3*t i jakosciowy - 3 niezbiene wkzi - s
spetnione.



3. Przyj ecie uktadu podstawowego metody sit

Uktad podstawowy - uktad zadany, w ktorym przeto lub odrzuconon, wigzi

| zastpiono je niewiadomymi sitami hiperstatycznymi. W ukfadzie tym ozypay wezly,
punkty charakterystyczne i przyjmiemy ogolny i lokalne uktady wspdirgch.

P=40kN

4. Ogoblna posta € uktadu rowna n metody sit

F

, . . X
Od obcizenia mechanicznego: O X +9, = —k_l
0
. T xlT
Od zmian temperatury: O X, +0; = .
0
XA
Od osiadania podpory: OuXpP+0, = —k_l

7

5. Rozwi gzanie uktadu od obci azenia mechanicznego

P=40kN

2 M =20 kNm
.

y z '1}/'—_
E g 3




5.1 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od  X;=1

Obliczenia pomochnicze — rzut z gory

I N
Y \\f )
£
—
J —
- — N
! (2) (B) (3)
N/ \_/ N
a=1 m*sim=0.8 m,
£ b=1 m*co®1=0.6 m,
¥ c=2 m*co®=1.2 m,
d=2 m*sim=1.6 m.
)
A \\:,L,/‘

Uktad jest wspornikiem, wobec czego ima obliczy sity przekrojowe bez konieczém

obliczania reakcji podporowych.

Uwagi:

- Momenty zginajce My odktadamy po stronie widkien roaganych w ptaszczyie xz,
kreskujemy pionowo, znak ,+” jest po dodatniej stronie osi ,z” uktadu lokalnego;

- Momenty skg¢cajce odktadamy w ptaszczyie xz lub xy.

W uktadach przestrzennych, zatamanych w planie i rusztach belkowych dodatnie znaki

sit przekrojowych przyjmujemy jak na rysunku pagji

P s
R R S Pl
o’ N

A,




Obliczenie momentéw skecajacych

1
=M;,=-10d =-1.6 m.
Obliczenie momentow zginagcych

1 1 —nnl N —_
My,32 - My,42_ |vly,24_o'

M =-102 m=-2m,

y,23

M!, =-10c=-1.2m,

y,31

M}, =-10(c+5 m)=-6.2 m,

M =(-1.2m-6.2m)/ 2~ 3.7n
Mjg=(-2m)/2=-1m.

Wykresy sit przekrojowych

5.2 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od obci  gzenia mechanicznego

P=40kN

Z M =20 kNm

-




Obliczenie momentéw skecajacych

MxF,sz = MxF,zsz MXF,42= MXF,24= 0;
MF,, =M}, =-F Ob+M *sina = -40 kN*0.6 m+20 kNm*0.8=-8 kN

1277
Obliczenie momentow zginagcych

M{ s =M[5;=0,

M;Bz = I\W;FZB =M =20 kNm,

M}, =0,

M/ ,, =F OLm= 40 kNm,

M;ZA =F Oa+M *cosa = 40 kN*0.8 m+20 kNm*0.6 =44 kNm,

M;Al =FO@+25m)+M *coxr+q *2.5 m*1.25 n¥

= 40 kN*3.3 m+20 kNm*0.6 +5kN/h2.5 m*1.25 m=159.625 kNr
=FO(@+5m)+M *cosa+q *5m*2.5 m=

= 40 kN*5.8 m+20 KNm*0.6 +5kNy*5 m*2.5 m=306.5 kNm.

NZF

y,1A

RN

@ 1/

44 KNm

40 KNm
% N
?\km

™

)

5.3 Obliczenie wspotczynnikow uktadu rowna  n metody sit

YT VE! Mlml clal
5].1:IMXMXdX+I y de_l_zsnsn:
Gl, El, ~ K,

_-16m5m*(-1.6m) 5S5m " . N .
= o7eE, + (El’y“[ 6.2 M- 6.2 My 4*¢ 3.7 my¢ 3.7 m) « Le(~1.2 m)+

3 3
{0.5*(-2 m)*2 m*% €2 m)} El, =] 16.645 78.867 2.6}3% =98.179|r5“T ,
y

y

o) =J.M>1<M>'<: dX+J‘M$M; dX+z§i§nF -
al Gl, El, ~ Kk,

_-1.6 m*5 m*(-8 m)+ 5
0.76%FI, &l

m[—6.2 m*306.5 kN 4*¢ 3.7 m)*159.625 kNin — (1.2 mikNm| +
y

kNm?®
Bl

y

3
+ 20 KNm*1 m*0.5¢ 2 m-1 nj)HI, =[ 82.225 3596.292 ]5%3: - 3367
y



5.4 Szczegotowa posta é uktadu rowna n metody sit i jego rozwi gzanie

3 3 _yF
08.179™ X F - 3543.06501 = XEll
H, v o0l
m

3 3
108.1792:— XF - 3543.065;—m= 0,
y y

X =M7KN =32.752 KkN.
108.179

5.5 Obliczenie warto sci sit przekrojowych i sporz

adzenie wykresow

Rzeczywiste momenty sfcajace i zginagce obliczymy z superpozycji

Momenty skrecajace

—nF —nF — F
=M _Mx,42_Mx,24

X,23 = O'

MF, =M, =-1.6 m032.752 kN - 8 kNm=-60.403 kN

MF

X,32

Momenty zginajace

MF

yae =0,

F s =—1mM*32.752 kN= — 32,752 kNm,
M;Bz =-1m=*32.752 kNt 20 KNm = 12.752 kNm,
M;ZB =-2m*32.752 kNt 20 KNm = 45.504 kNm,
My, =0,
M/ ,, = F L m= 40 kNm,
M;ZA =-1.2 m*32.752 KN+44 kNm = 4.698 kNm,
M;Al =-3.7 m*32.752 kN+ 159.625 kNm = 38.443 kN

"\ =-6.2m*32.752 kNt 306.5 kNm = 103.438 kNr

Obliczenie sit tmcych

V), =V, = XE =32.752 kN,
Vz,F42 =V|,,=-F =-40 kNm,

2,24~

V,,n = X; —F =32.752 kN - 40 kN = -7.248 kNm,

V= X; —F-q*2.5 m=32.752 kN- 40 kN - 5 kN/m*2.5 m =91748 kN

VF

P = XF—F -q*5 m=32.752 kN~ 40 kN - XN/m*5 m = -32.248 kN.
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5.6 Kontrola poprawno $ci rozwi gzania

Sprawdzenie statycznej dopuszczaloi rozwigzania (rownowaga ptow i weztow,
wektory sit przekrojowych wskazapgodatnie wartéci zgodnie z przytymi lokalnymi
uktadami wspotrgdnych)

Az < M
Z y y,32
/ Aex / /(A
- — - M, 3>
My, 21 %23 My 2 Vs %ﬁv
, 23 Myz3 32
y
q
Mx,lZ
(1)
~Y My.12




Nalezy sprawdzt rownowag wszystkich elementow i gztow. Tutaj przykladowo
sprawdzamy réwnowagnvezia nr 2

Rzut z gory

A
Y ‘{ Mx124:0 kNm

<t
My,24:40 kNm

$ M, 23=-45,504 kNm

— —
o
“\?/“ MX,23:0 kKNm
a
/\ My, ,=4,698 kNm

Mx,21:'60y403 kNm X

\

D My ==MS,, +MJ . —M{,*cosa + My ,*sina =
= [-40 + 0 - (-60.403)*0.6 + 4.689*k8Jm=-0.0046 kNm,
DM, =M, +MJ . ~M[,*sina =M/ ,*cosa =
= [0 + (-45.504) - (- 60.403)*0.8 689%0.6]kNM=0.0036 kN
SUF, =V, +Vf V= ~(~7.248kN)+ 32.752kN-40kN=0 kN

Réwnowaga pita 2-3

ZMX =_Msza+MxF32 =0,
DM, =-M/ ,;+ M{ 5, + M =V, * 2m = —(-45504kNm) + 0+ 20kNm- 32.754kN * 2m =0,
>F, =V, +V,; =-3275XN +32.75X%N =0,

Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalr$gi rozwigzania (sprawdzenie przemieszgege

Sprawdzenie warkgi pionowego przemieszczenigxta nr 3, ktdéra powinna wyndasi

F 3
p =X o B2T52KN _ oo kNm
ks 0.1El,/m El,

i I xd j vdx z%%_( 16m* 5m* (-60.40KNm))/0.7@El, +

n

¥ 6EI_[_ 62m* 103.438Nm + 4* (-3.7m)* 38.443kNm# (-1.2m)* 4.698kNn] +

y

+6%[— 2m* (-45.504kNm) + 4* (-1.5m)* (-45.504kNn - 12.752kNm): 0.5-1m* (-12.752kNn)] +

y

3
+05* (- Jm)*]m*—( 32.752kNm) = (628.379-1013.258+ 46.421+ 10. 917)kN—m —32754'(:'””

y y




6. Projektowanie przekroju wg hipotezy wytrzymato
Hubera-Misesa-Hencky’'ego (H-M-H)

— 2 2
Oneq =0, +30° < 1y,

maxM " Oy, M Oy,
o=——Y " 7= , F odpowiadagy maxM’
n W, W M, p agy ;)

Y D\/(maxMyF Y+ 0.75M7 §
fq

dlarurWw,= a2V, sid W2

Wz D\/(maxMny)Z +0.75M § _
d

_1.30,/(103.438 kNnf)+ 0.75( 60.403 kNfn)
235000 kN/m

0.00064122 rh= 641.22 ct

10
sciowe]

Uwaga: Nalezy rowniez sprawdzé napezenia zredukowane dla maksymalnego momentu
skrecajacego i odpowiadarego mu momentu zgirggego — w rozpatrywanym zadaniyte

te same wart@i momentow.

Uwzgledniajac, ze ukfad obcizony jest jeszcze olwieniem niemechanicznym prztg rure
0 wigkszym wskaniku wytrzymatdci na zginanie i obliczony powyej, a mianowicie

przyjeto rure RO 323.9 x 11 mm, W= 818,14 &n=13249.72 crh

El = 205000000kN/#t13249.72*10°m*=27161.93 kN,
ks= 0.1 El = 2716.193 kN/m

7. Rozwi gzanie ukfadu od temperatury

Do oblicze przyjmiemy:a=0.000012IC , h=0.3239 m.
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7.1 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od X;=1 —jakw p.5.1

7.2 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od temperatury

W uktadach statycznie wyznaczalnych akenia niemechaniczne nie powogluj
powstawania sit przekrojowych.

7.3 Obliczenie wspotczynnikow uktadu rowna A metody sit

VEIvE! MM L qlaL 3 . .
5= MM, e dx+zﬁ =08.179" jak obliczono w punkcie 5.1
Gl, El, ~ k, El,
Wyraz wolny obliczymy ze wzoru
e T o T, T,
Sy = [Mia —Pdx=a——L0,
Dane:T,,, =T, ,,=-15°C, T, 0=T, =+ 25C
pa / rd )

Q. , =0.5%(-6.2- 1.2)*5m= - 18.5rh
Q_, =0.5*(-2m)*2m=-2nt ,

T,-T -15°C -
"o 20000012 5C =25C (1852 - 2m?) = +0.03038m.
h =W 0.323¢m

o, =a

7.4 Szczegotowa posta € uktadu rowna n metody sit i jego rozwi gzanie

m® -XT
98.179—X1T + 0.03038 ™ 1
El El

y 013

3
108.1792:— XF+ 0.03038m 0,

y

) El
-20.03038 m_ -0.000280829 > =-7.628 K

108.179M
El

y

X{
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7.5 Obliczenie warto $ci sit przekrojowych i sporz  gdzenie wykreséw

Rzeczywiste momenty sfagajace i zginagce obliczymy z superpozycji

Momenty skrecajace

T AT —=pnaT —maT  —nN-
Mx,sz_Mx,zs_Mx,42_ x,24_0'

T =MT,,=-1.6 mOJE 7.638 kN)= 12.205 kNr

x21 — Wlix12 ™

Momenty zginajace

M) 5 =0,
M g3 =M g, =-1m*(=7.628 kN)= 7.628 kN
J 28 =—2 M*(~7.628 kN) =15.256 kNm,
M] ., =0,
M, =0 kNm,
y2a==1.2m*(=7.628 kN) = 9.154 kNm,

M;Al =-3.7 m*(-7.628 kN) = 28.224 KNm,
M , =—6.2 m*(-7.628 kN) = 47.294 kNm.

yi1A T
Obliczenie sit tmcych

V4T2 :V2T4 =0,
V,, =V, =V, =V, = X =-7.628kN.

154 kKNm
28 KNm

\,

.205 kNm

@

\%
28.224KNm
X 91
7.6p8

12.205 KNm

47.22(1 kNm
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47.628 kN

\-7.628 kN

-7.628 kN

7.6 Kontrola poprawno $ci rozwi gzania

Sprawdzenie statycznej dopuszczaloi rozwigzania (rownowaga pgtow i weztow)

Réwnowaga wzta nr 2

D My ==MJ,, +MJ ;=M ,*cosa +M; ,*sina =
= [0 + 0 - (12.205)*0.6 + 9.154%0.8]kN®.0002 kNm,
> M, =My, +MJ =M, *sina =M/ ,*cosa =

= [0 + 15.256 - 12.205*0.8 - 9.154*&Km=-0.0004 kNm,
DR, =V, + V] 5+, = ~(=7.628 kN)- 7.628 kN+0 kN=0 kN

Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalr$gi rozwigzania (Sprawdzenie przemieszgge

Sprawdzenie warkgi pionowego przemieszczenigxta nr 3, ktéra powinna wyndasi

_xT
N =X ZTE28N 768N o0an
Ks O1El,/m> 271619KNmM“/m
ML MIM? ST, -7
AQzIMXMXdHI Y ydx+ZS“S”+aW PO, =
Gl. El, =~k h o™

= (-1.6m*5m*(12.205 kNm))/0.769 EH

+_65ET [—6.2m*47.294 kNm+  4*(-3.7m)*28.224kNm (-1.2m)*9.154kl\]|m

y

+0.5%(~2m)*2m*215.256kNm+0.000012/ &2~ 25 G185+ 2)nt =
3 0.339m
KNm?
- (-126.968 - 601.602 20.341) + 0,03038m

27161.93 kN
=(-0.027572 0.03038)m=0.002808 m



8. Rozwi gzanie uktadu od przemieszczenia podpory

I Ar;2.5 cm

< 3m P

8.1 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od X;=1 —jak w p.5.1

8.2 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od przemieszczenia podpor

W uktadach statycznie wyznaczalnych akenia niemechaniczne nie powogluj
powstawania sit przekrojowych.

8.3 Obliczenie wspoétczynnikdéw uktadu réwna i metody sit

VM L MIM; S'st . : ,

on =I MM, dx+j L dx+zﬁ =98.179— jak obliczono w punkcie 5.1,
Gl, El, ~ Kk El,

Z rys. w punkcie 5.1 wynikae

> F,=-R'+1=0 sud R'=1

Wyraz wolny obliczymy ze wzoru

d, = - RiAr, =-R'Ar = -1* 0.025m = -0.025m

8.4 Szczegotowa posta é uktadu rowna n metody sit i jego rozwi gzanie

3 _yA
08179™ X2 - 0,025m=—20_,
El El
v 01 ¥

3
1081792]—' X2 -0.025m =0,
y

El
X2 = Lsms = O.OOOZSllF =6.277kN

1081792‘—I

y

14
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8.5 Obliczenie warto sci sit przekrojowych i sporz  gdzenie wykresow

Rzeczywiste momenty sfagajace i zginagce obliczymy z superpozycji
M2 =M.* X2

A _npl A
M, =M_* X[

Momenty skrecajace

MXA,SZ = MS,ZS = |\/I)€,42 = MXA,24 = O’
M2, =M2, =-16m* 6.277kN = -10.0432kNm.

Momenty zginajace

M{ss =0,

M} gs = —1m* 6.277kN = -6.277kNm,

M} ,s = —2m* 6.277kN = ~12554kNm,
My =My, =0,

M{,s =—12m* 6.277kN = ~7.532kNm,
M} = —37m* 6.277kN = -23.225kNm,

M 5,1A =-62m* 6.277kN = -38.917kNm.

Obliczenie sit tacych

Viz =V =0,
Vs =V =V, =V,5 = X =6.277kN.

-6.2

-23.225 KNm

-10.043 kNmE
-10.043 kiNm\—

-38.917 kKNm
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8.6 Kontrola poprawno $ci rozwi gzania

Sprawdzenie statycznej dopuszczalioi rozwigzania (rownowaga pgtow i weztow)
Réwnowaga wzta nr 2

D My ==MJ,, + M, = Mg, *cosa + M, ,*sina =
= [0 + 0 - (-10.043)*0.6 + (-7.532)*(k8Im=0.0002 kNm,

—_ A A A H A —_
D My =My, + M) =My, *sing =M} ,*cosa =

= [0 + (-12.554) - (-10.043)*0.8-7(532)*0.6]kNm=-0.0004 kNn
DR, =V, + V) + V2 = —~(6.227 KN+ 6.227 kN+0 kN=0 kN

Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalr$gi rozwigzania (sprawdzenie przemieszgge

Sprawdzenie warkgi pionowego przemieszczenigxta nr 3, ktéra powinna wyndasi

A
poo X B2TTKN 6.277kN__ _ 0 iovat1n
ks OLEL/nm?  2716.193kNf /rh

K= M&MX dx+ [ Ll ZSL_Sn 3 RUAr, = (~16m* 5m* (-10.04%Nm))/0.7&@ El, +
S y n n

5m
+
6El

y

[~ 62m* (-38.917KNm + 4* (-3.7m)* (-23.225)Rm + (-1.2m)* (-7.532)kNn] +

3
+05* (-2m)* 2m* g(—12.554kNm) -(1* 0.025m) = (104.479+ 495,045+ 16.739)“;—:“ ~0.025m =

y

=-0.00231:m

. Obliczenie przemieszczenia A

Wykorzystamy twierdzenie redukcyjne, ktore pozwatayja¢ do rozwiazania uktadu od
obciazenia jednostkowego przytonego w miejscu i kierunku poszukiwanego
przemieszczenia dowolny uktad podstawowy. Zasemsyjnasipujace wzory
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F o (MM, My M, S'S,
A7 =| = dx+ | 2D dx+y ==

i - kn
VL MTM? T Qi

A.T=J.MXMde+J‘ ! ydx+zS“S“+a

T, El, Tk

T, - T,
Wh Pleyf

_(MEM, MM, SS v
A =| o o+ | élyde+Zn:T_ZRrArr'
Wykorzystamy ten sam uktad podstawowy, co poprzednio. W tym przypadku azéwvz
odpada czion dotyazy wiezi sprzystych, poniewa w ukladzie podstawowym

odrzucilsmy wigz sprzysta.

9.1 Rozwi gzanie uktadu podstawowego od obci  gzenia jednostkowego
w miejscu i kierunku poszukiwanego przemieszczenia

Obliczenie momentéw zginagcych

M;,sz = M;,z?,: Miy,slz M; 42— M; =0,

M, ;=105 m= 5.0 m,
M, ,=5.0m/2= 2.5m.

Wykresy sit przekrojowych

7 7
&

LT

Om

5

1
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9.2 Obliczenie przemieszczenia od obci  gzenia mechanicznego

Frpi MFM'!
A.F=J.MXMde+J‘ Y Y dx=
" al, El,

65E:n (103.438 KNmM*5 m+4+*38.443 KNm2m+4.698 kNm*0 m)w = 0.0277

y

=0+

9.3 Obliczenie przemieszczenia od temperatury

TNAd M Tmi _
A =] MC::V'X dx+ | é| y dx+a%§2m‘ = o+65 M (47.294 KNM*5 m+4*28.224 KNm*2.5 m+9. 4%KNm*0 m)+
s y y
+M *0.0000127C *0.5*5 m*5 mw— 0.0185m 0.0159 m D85 m=- 0.008 m.
0.3239m El

y

9.4 Obliczenie przemieszczenia od osiadania podpory

Z rys. w punkcie 9.1 wynikae » F,=-R -1=0 std R =-1.

o =g e |

M! _
XY dx—> RAr =
El, r

= o+65?:" € 38.917 KNM*5 m+4*(-23.225 kN#D.5 m-7.532 KNm*0 m)-(-1*0.025m)=

y
_-355.696 ™
El

y

+ 0.025m=-0.0131 m 0.025m =0.0119 m.



