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Plan wykładu 
Wykład 1 

1. Algorytm MES dla PSN 

1.1. Wybrane operacje macierzowe 

1.2. Równania modelu fizycznego tarczy w zapisie macierzowym 

1.3. Trójkątny liniowy element skończony 

1.4. Równania równowagi elementu  

1.5. Agregacja modelu. Globalne równania równowagi 

Wykład 2 

1.6. Kinematyczne (przemieszczeniowe) warunki brzegowe 

1.7. Rozwiązanie 

2. Przykłady liczbowe rozwiązania tarczy MES 

2.1. Macierz sztywności elementu 

 

       𝐸 = 30 × 106 kPa                𝜈 = 0.2 

       grubość      ℎ = 0.2304 m 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   𝛽 = 1 𝛽 = 2 𝛽 = 3   

 
𝛼 = 1 

 1.92 0 0 −1.44 −1.92 1.44  

× 106
kN

m
 [𝑘𝑒] = 

 0 4.8 −0.72 0 0.72 −4.8  

𝛼 = 2 
 0 −0.72 2.7 0 −2.7 0.72  

 −1.44 0 0 1.08 1.44 −1.08  

𝛼 = 3 
 −1.92 0.72 −2.7 1.44 4.62 −2.16  

  1.44 −4.8 0.72 −1.08 −2.16 5.88  
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2.2. Transformacja do układu lokalnego 

2.3. Przykład 1 

𝐸 = 30 × 106 kPa 

𝜈 = 0.2 

ℎ = 0.2304 m 

𝑞 = 30
kN

m
 

𝐹 = 50 kN 

𝛾 = 25
kN

m3
 

Δ = 1 × 10−5 m 

         ⇒

{
 
 
 

 
 
 
𝑢1 = 0.3165      
𝑣1 = −11.1459

× 10−6 m  

𝑅𝑦3 = 120.64 kN                  

{𝜎2̃} = {

𝜎𝜉

𝜎𝜂

𝜏𝜉𝜂
} = {

−23
−116

1
} kPa

 

 

2.4. Przykład 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

      ⟹  {

𝑣1 = −6.4
𝑣2 = −9.6

𝑅 = 2.4     
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Wykład 3 

3. Algorytm MRS dla zagadnienia zginania pręta prostego  

3.1. Aproksymacja funkcji. Operatory różnicowe  

3.2. Warunki brzegowe 

3.3. Przykład liczbowy – belka wspornikowa 

 

 

 

 

                         𝑤6 = 0.1998
𝑞𝐿4

𝐸𝐼
          𝑀9 = −0.9722𝑞𝐿2         𝑇9 = 3.006𝑞𝐿 

3.4. Przykład – uwzględnienie symetrii/antysymetrii 

       ⇒ {
𝑀L = −1.333𝑞𝑠2

𝑀P = −0.667𝑞𝑠2 

 

Wykład 4 

4. Metoda Ritza 

4.1. Metoda Ritza na przykładzie belki 

4.2. Przykład. Rozwiązanie belki w bazie trygonometrycznej 

  ⟹   

{
 

 𝑤 (
𝐿

2
) ≅ 0.01302

𝑞𝐿4

𝐸𝐼

𝑀 (
𝐿

2
) ≅ 0.1242𝑞𝐿2   

 

Sprawdzian 

Wykład 5 

5. Metoda residuów ważonych (Galerkina) na przykładzie belki 

5.1. Pojęcie residuum. Ortogonalizacja błędu 

5.2. Funkcje bazowe i testowe. Układ równań metody 

5.3. Przykład. Belka w bazie wielomianowej 

  ⟹   

{
 

 𝑤 (
𝐿

2
) =

𝑞𝐿4

384𝐸𝐼

𝑀 (
𝐿

2
) =

𝑞𝐿2

24
     

 

Poprawa sprawdzianu (dla studentów niezadowolonych z oceny uzyskanej na 

pierwszym sprawdzianie). 
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