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1. DANE | SZUKANE

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku 1.1. Nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jakoSciowy geometrycznej niezmienno$ci uktadu.
e Stosujac metode przemieszczen wyznaczy¢ sity przekrojowe i reakcje.
e Przeprowadzi¢ kontrole rozwigzania (jego statyczng i kinematyczna dopuszczalno$e).
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Rys. 1.1. Schemat statyczny
Dane do obliczen: F =8 kKN; g =4 kN/m; M =20 KN m; ke, = 10 EI/m.

2. SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKEADU
| OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci

t=1

Rys. 2.1. Tarcze i wigzi

t=1 e=2+2+3+1=8, n,=e—-3-t=8-3=5
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e Uklad sklada si¢ z jednej tarczy potaczonej z ostoja oSmioma wigziami, wérod ktorych
mozna wyr6ézni¢ co najmniej 3 niezbiezne. Cata rama wraz z ostoja tworzy uktad
geometrycznie niezmienny

3. OBLICZENIE STOPNIA GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZLNOSCI UKEADU
3.1. PODZIAL UKLADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY

TRANSFORMACYJNE | WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY
OBROTU WEZLOW
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Rys. 3.1.1. Numeracja wezléw 1 typow pretow

Z przyjetego podziatu na prety wynika, ze:

e Dla pretow i-j stosowane beda wzory transformacyjne w postaci:
[ ]

Mij :_ij(a'ij A +b|j ‘@i — G '\Vij)"'MiJQ

El. o
M;; :L___J<aji Qi +bji @y —Cj; 'Wij)+Mji

1

Uwzgledniajac, ze @, =@ =@, =@, @5 =@, =¢,, stwierdzono, ze liczba stopni
swobody obrotu weztow n, =2.

3.2. WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZLOW

Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu weziow budowany jest model

przegubowy. Nalezy:

e zwolni¢ wiezi przenoszace momenty

e pomina¢ wigzi sprezyste

e nalezy odebrac stopnie swobody przesuwu prgtom typu wspornik, oraz prgtom 0 lewym
koncem utwierdzonym a prawym utwierdzony z przesuwem poprzecznym (nalezy doda¢
wiez oznaczong linig przerywang)


http://www.zsibb.pwr.wroc.pl/zukowski/MP/MP-pret-sl.pdf
http://www.zsibb.pwr.wroc.pl/zukowski/MP/MP-pret-sl.pdf
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Rys. 3.2.1. Model przegubowy

Oszacowani liczby stopni swobody przesuwu weztow

Ng=2-W—p-r=2-7-6-8=0,
gdzie: w=7 - liczba weztéw modelu,
p=6 -liczba pretéw w modelu,
r=8 -liczba wiezi podporowych modelu.

Oznacza to, ze uktad moze by¢ nieprzesuwny, jednak dopiero analiza kinematyczna
potwierdza, ze model przegubowy jest geometrycznie niezmienny, co oznacza, ze uktad dany
jest nieprzesuwny.

UWAGA: Poniewaz dany uktad jest nieprzesuwny, w dalszym etapie uktad podstawowy

metody przemieszczen nie bedzie rozwigzywany od stanow translacyjnych. We wzorach
transformacyjnych pomijany bedzie czton wynikajacy z kata obrotu cigciwy (y; =0).

3.3. STOPIEN GEOMERYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI UKLAU
Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu wynosi:
ng=n,+n;=2+0=2.
4. UKLAD POSTAWOWY METODY PRZEMISZCZEN
Uktad podstawowy tworzymy z ukladu danego przez dodanie ny wigzi rotacyjnych i ns

wigzi translacyjnych (w tym przykladzie 2 wiezi rotacyjne — 0znaczone czarnymi kwadratami
na rysunku ponizej).
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Rys. 4.1. Ukfad podstawowy mody przemieszczen

Rownania kanoniczne metody sit s rownaniami przemieszczeniowymi. Ogolna postaé
uktadu rownan metody sit ma postaé

5. ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEO OD SKEADOWYCH
STAOW OBCIAZN

5.1. STAN OBCIAZENIA DANGO

Nalezy pamigtac, ze poszczegodlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztacznie, to jest, ze
stanowi obcigzen danych towarzyszy @1 = @2 =0, co oznacza, ze do wzorow transformacyj-

nych podstawiamy @ij = @ji = 0. Dla elementoéw przyjetych w punkcie 3.1. wzory na momenty
brzegowe odczytujemy =z tablic, pamigtajac, ze dla przyjetych elementow momenty
prawoskretne sg dodatnie.
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Rys. 5.1.1. Momenty brzegowe od obcigzenia zewngtrznego
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Mg, =-FLEQL-E/2) =-8kN -4m-%-(1—%) =—15kN - m,

2
M =-FLE*/2-8kN -4m-(%j %:—9kN -m,

2
M2 =qL2/8=4kN/n; GM)” _ 4 5kn-m,
M2 = FL/g=SN4M e,
M§2=—FL/8=_8KNT'4m=—4kN-m,

M2 =My =My =0.
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Rys. 5.1.2. Wykres momentéw M° w kN-m.

5.2. PIERWSZY STAN ROTACYJNY

W tym stanie obcigzenia do wzordw transformacyjnych podstawiamy @1 = @1j=1, ¢2=0
oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wiec ze wzoroOw w postaci:

I
Mllj :le(au "y +blj '(le)’
i

Momenty brzegowe wynosza:

El El 2 El
My, :Tzz(au'(Plz+b12'(P21)=6_m(4'1+2'0)=§H

El El 1 El
Mgl:Tj(a?l'(P21+b21'@12):%(4'0"'2'1):g?

El 2El 1El
Vi =T (B 0ue a0 = 5 (11-1:0) =50,
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_Ely 2El 1 El

My L (aAl'(pAl_'_bAl'(PlA):m(4'0_1'1):_iﬁ

El El 3 El
Mllc = Li_::c(am “Pc +b1c '(Pc1) = %(3’14‘3‘0) = gﬁ
Mél =0, M;B = Méz =0.

El El

S‘]L;1 = kf) '([)l :10E1:10E,

. 1 : . : . . . X
Uwaga: Moment S o, dziatajacy na wigz sprezystg traktowany jest jak moment brzegowy preta:
prawoskretny 7+, lewoskretny ”-,,. Dodatnia reakcja wigzi jest lewoskretna , tak jak moment

brzegowy preta)

0.5000 i L_J,/LJ'L”;"-V

-0.5000

Rys. 5.2.1. Wykres momentéw M* w El/m.

5.3. DRUGI STAN ROTACYJNY

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy @2 = @2j =1,
¢1 = 0 oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wigc ze wzorOw w postaci:

El. .
Mzzj = sz (a“zj "0y +b2] '(sz)’
2j
El. .
szz :L_Zj(ajz'(sz"'bjz'(sz)-
2]
Momenty brzegowe wynosza:

M221=%(a21-(p21+b21-(p12):%(4~1+2~0)=§ﬂ
M2 =%(a12 -(p12+b12-(p21)=%(4-0+2~1)=%%
M2, = EL: (a5 - @50 + by .%2):%(4.“2.0):2%,
M2, = EL' (a, -(sz+b82-(p28):%(4-0+2-1):1%,
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Mélelzc :M122 :M221:O’ M;B :Méz =0.

N
——.1.0000

Rys. 5.3.1. Wykres momentéw M2 w El/m.

6. UKLAD ROWNAN KANONICZNYCH METODY PRZEMIESZCZEN | JEGO
ROZWIAZANIE

6.1. POSTAC OGOLNA UKELADU ROWNAN

k- @ +k, 0, +k,=0
Ky @, + Ky -0, + Ky =0

6.2. OBCLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW UKELADU ROWNAN

K, :Zij +kf =ML, + M}, + M. +k? :(0,6667+0,5+O,6+10)%=11,7667%,
J

kp=> M2 =M2 +MZ + M2 =(0,3333+0+0)%=o,3333%,
i

ko = > M2 =M + M, + M =(0-15+4,5)kN -m = —10,5kN -m,
i

= M3 = M3, + M, =(o,3333+o)%=o,3333%,
]

Ky = M 4k =M, + M2, + k¢ =(O,6667+2+0)%=2,6667%,

i
Ko ZZM;)J' —M; =M; + My _(—M)=[O+4—(—20)}kN -m=24kN -m.
i

6.3. SZCZEGOLOWA POSTAC UKLADU ROWNAN METODY SIL I JEGO
ROZWIAZANIE

11, 7667E o+ 0,3333E -, —10,5kN -m =0,
m m

0,3333E @+ 2, 6667ﬂ -, + 24kN -m =0,
m m
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7. OBLICZENIE WARTOSCI SIL. PRZEKROJOWYCH I SPORZADZENIE
WYKRESOW

7.1. OBLICZENIE MOMENTOW BRZEGOWYCH I SIL. W WIEZIACH
SPREZYSTYCH

Momenty brzegowe okreslamy korzystajac z zasady superpozycji na podstawie wzoru:

Mij :M; .¢)1+Mijg P, +Mi(j>'
Momenty brzegowe:

M, =M}, @+ M} -0, + M}, =E-1,1514+%-(—9,1439) +0} kN -m=-2,2804kN -m

M, =ML -0 + M2 @, + M2 =E-1,1514+§-(—9,1439)+0}kN ‘m=-57121kN - m

M, =M ¢ + M7 -9, + M;, =[0,5-1,1514 + 0 (—9,1439) + (-15) |kN - m = —14,4243kN - m
My =M}y -0+ M2 @, + Mg, =[(-0,5)-1,1514 + 0- (-9,1439) + (-9) kN - m =—9,5757kN - m
M,c =My -@, + MZ -, + M, =[0,6-1,1514+0-(-9,1439) + 4,5]kN - m =5,1908kN - m

M, =Mg - + M -0, + ME, =[0-1,1514+0- (—9,1439) + 0]kN -m =0

M, =My -, + M2 -0, + M7, =[0-1,1514 + 2 (—9,1439) + 4]kN - m = —14,2878kN - m

Mg, =Ms, @ + M3, - @, + M3, =[0-1,1514 +1-(-9,1439) + (—4) ]kN - m = —13,1439kN - m

Moment zginajacy w wigzi sprezyste;j:

S, = S; X0 +S</2a -, =[10-1,1514+0-(—9,1439)]kN -m=11,5140kN -m

7.2. OBLICZENIE SIL. OSIOWYCH I TNACYCH ORAZ KONTROLA
STATYCZNA ROZWIAZANIA

Sity tngce okreslamy korzystajac ze statycznych rownan rownowagi elementéw (pretow)
przy wyznaczonych juz momentach brzegowych z uwzglednieniem obcigzenia zewngtrznego
na elementach. Sity osiowe wyznaczamy ze statycznych rownan rownowagi wycietych weztow
z uwzglednieniem juz wyznaczonych brzegowych sil tnacych oraz obcigzen dziatajacych w
weztach. W tym celu uktad dzielimy na prety i wezty, obcigzajac wydzielone elementy

obcigzeniem danym 1 na brzegach sitami brzegowymi.
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Rys. 7.2.1. Podziat na prety 1 wezly, dla ktérych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
Pret 1-2

> M, =M,, + MJ; +V,, -6m =] ~2,2804-5,7121+V,, -6 |kN -m =0=>V,, =1,3321,
YV =V, -V, =V, ~1,3321 kN =0=V,, =1,3321,
D N=N, =N, =0=N, =N,.

Pret 1-A

YV =V, +F=[-V, +8]kN =0=>V,, =8KkN,
> M, =My +M,, +V,,-4m-F -Im=[(-9,5757) + (~14,4243) +8-4-8-1]kN - m =0,
D N=N,y—N,=0=N, =N,

Pret 1-C

> M¢ =My +V,c -5m+q-3m-1,5m=[51908+V,; -5+4-3-15 kN -m=0=>V,; =-4,6382kN,
> M, =M, +V;, -5m—q-3m-cosa =[ 5,1908 +V,, -5-4-3-1,5 kN -m=0=>V,, = 2,5618kN,
> N =Ny —=Ng,+q-3m-cosa=[ N,c = N¢, +4-3:0,8 [kN =0=> N, = N, +9,6kN.

10
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Pret 2-B

Y Mg =Mg, + Mg +V, -4+ F - 2m =[ (~13,1439) + (~14,4878) +V,,; -4+8-2 [kN -m =0
=V, = 2,8579kN,

YV =V, =V, + F =[2,8579-V,, +8 kN = 0=V, =10,8579kN,

DN =N, =N, =0=Ng, =N,g.

Wezel 2
DM, =M, + M, + M =[-5,7121+ (~14,2878) + 20]kN - m = 0,0001,

D X =V,5 + N, =[2,8579+ N, [kN =0= N,, =-2,8579kN,
DY =V, =N,y =[1,3321- N, [kN =0=> N, =1,3321kN.

Z trzeciego réwnania dla preta 2-B Ny, = N,; =1,3321kN.
Z trzeciego réwnania dla preta 1-2 N, = N,; =—2,8579kN.

Wezel 1
> M, =My, + M, + M, +S¢ =[(~2,2804) + (~14,4243) +5,1908 +11,5140]kN - m =0,0002kN - m,
Y X =Ny, =V, +Vygsina —N,g -cosa =[ -2,8579 -8+ (~4,6382)-0,8— Ny -0,6 [kN =0
= N, =—24,2808kN.
Y =Vy, + Ny, =V, -Cosar — Ny -sinar =[1,3321+ N, , — (~4,6382) 0,6 — (~24,2808) -0,8 | kN = OkN
= N,, =—23,5397kN

Z trzeciego réwnania dla preta 1-A N, =N, = N,, =—-23,5397kN.
Z trzeciego réwnania dla preta 1-C N, = N, +9,6kN =—-24,2808kN +9,6kN =—14,6808kN

Aby sprawdzi¢ globalne rownania rOwnowagi, obliczamy reakcje wykorzystujac obliczone
sity osiowe 1 tngce

0
N, =—23,5397kN

V,, =—10,8579kN

Ry, = Ny, =1,3321kN

R., =V, C0sa — Ng, sina = 2,5618-0,8 — (—14,6808-0,6) =10,8579kN
Re, = Ve, Sina — N, cosa = —2,5618-0,6 — (~14,6808 - 0,8) =10, 2076kN

RAX
Ray
RBx

Rownowaga globalna

> X =Ry, +Rg, — F + F =[~10,8579+10,8579 —8+8]kN =0,

11
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DY =R, + Ry, + Ry, —q-3m=[-23,5397 +1,3321+10,2076 + 4-3]kN =0,0002kN,

D> M, =M, +M, -S, +R,, -6m+R,, -8m—R, -3m—q-3m-1,5m—F -Im+F - 2m =
[-9,5757 +(~13,1439) + (—11,5140) — 20 +1,3321-6 +10,8579 -8 —10,2076-3-4-3-1,5-8-1+8-2 =
—q-3m-1,5m+F -1m+ F - 2m =[-9,5757 +(~13,1439) +1,3321-6 14,6808 - 0,6 -8 + 14,6808 0,8 3+
+(2,5618)-0,8-8+(2,5618) -0,6-3-11,5140 —4-3-1,5-8-1+8-2]kN - m = —0,0006kN - m.

7.3. OBLIZCENIE MOMENTOW ZGINAJACYCH
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Rys. 7.3.1. Schemat statyczny oraz przyjete widkna uprzywilejowane

M,, —2,2804kN -m
ginzs =My =5,7121kN - m
winia =My, =14,4243kN -m
gina =M =—9,5757kN -m
wina =My =—9,5757kN -m
sinac =My =—51908kN - m

zgin,12 =

2gin,C1 — _Mm =0

=V, -2,5m—q -1,5m-%=[2,5618-2,5m—4-1,5m-0,75m]kN -m=1,9045kN -m

zgin,4
z9in,2B = MZB :_14, 2878kN -m
wing2 = —Mga =13,1439kN -m
M g2 + 225 - 2M =[~14,2878+2,8579- 2]kN -m = ~8,572kN - m

=T £ £ £ £ L £ £ 0L

zgin,5 = 2B,zgin

12
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7.4. WYKRESY SIL. WEWNETRZNYCH
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Rys. 5.7.3.1. Wykres momentéw zginajacych M w AN-m
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Rys. 5.7.3.3. Wykres sit osiowych N w kN

8. KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

Kontrola kinematycznej dopuszczalnos$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen uktadu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na

13
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kierunkach przecigtych wigzi. W tym celu dobierany jest uktad podstawowy metody sit.
Wartosci obliczonych przemieszczen muszg by¢ takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia
uktadu. Poniewaz dany uklad jest pigciokrotnie statycznie niewyznaczalny dobrano uktad
podstawowy przecinajac pie¢ wiezi podporowych. Przemieszczenia obliczane sg za pomocg
wzoru

M'-MF S!.sF
Ay :{j = dx+;k—n}/e
@(stl)kN
ST —
X=1)kN'
§
< (X=DKN'm
| Nid
" (x1:1)kN-r?1 @ El @
§ iy 4
| (X=1)kN-m| (B)
S v 77777
Axa=1)kN
AL 3m AL 6m AL

Rys. 8.1. Uktad podstawowy metody sit bez obcigzenia danego

« Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej (X1 = 1)kN-m
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Rys. 8.2. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowa (X1 = 1)kN-m,
b) wykres momentow zginajagcych M* w kN'm
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opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

Mt.-MF St.gF 6
Alpz{j = dx+2%}/Pl:{6[(—1)-(—2,2803)+4-(—1)-1,7159+(—1)-5,7121]+

I . .

+£[(—1) (~14,2876) + 4- (1) - (~11,4298) + (-1) - (-8,5720)] +

2
+6—22[(—1)-(—8,5720)+4-(—1)-2,2859+(—1)-13,1438]+111’5140}”\] m_

10 El

2 2
kKN -m 2_0,0001kN m

=[-10,2952 +11,4298 + (-2,2859) +1,1514| ~AF" =0

. Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej (X2 = 1)kN'm

b) b)
=
<

d "

N @ El @ 7\\\\\\\|\7
£ ] 0 - -
\ (Xp=1)kN'm @ [11.0000 1.0000:
- > 77777

L 3m L 6m |

A d A

Rys. 8.3. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg (X2 = 1)kN-m,
b) wykres momentow zginajagcych M? w kN-m

MZ.-MF SZ2-SF 1 3
Ay = I—EI dx+zn:T /P, = 51'1'(_9’5757)+ﬁ[1'(_9’5757)+4'1'2’4243+1'14’4243]+

+g[1- (~2,2803) +4-1-1,7159 +1-5,7121] +6—22[1-(—14, 2876) +4-1-(~11,4298) +1-(~8,5720)] +

2
+6—22[1. (~8,5720) +4-1-2,2859 +1-13,1438]} kNE |m = [(~4,7879) +3,6365 +10, 2952 + (~11,4298) +
2 2
+2,2850] N _g 0001 KN-M" g
El
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« Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej (X3 = 1)kN

a) b)
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A(xa=1)kN
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Rys. 8.4. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sita jednostkowa (X3 = 1)kN,
b) wykres momentow zginajgcych M*® w kN-m

M3.MF S2.sF 6
A =“ 5 dx+Zn:T}/ P, ={E[O-(—2,2803)+4-3-1,7159+6-5,7121]+

3
) 6_22 [6-(_14.2676) + 4-6-(-11,4298) + 6- (85204 6_22[6 (-8,5720) +4-6-2,2859+ 6 .13,1438]} kNEIm _
3 3
— 54,8628 + (~68,5788) +13,7154] kNE - =~0,0006 KN g

« Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej (X4 = 1)kN

a) b)
A
©
g
>
| \ Sunnggy | ae”
~ El 2 LS
® ©)
5 g T
9.0000
L ®
77777
ﬂL 3m ﬂL 6m ﬂL

Rys. 8.5. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg (X4 = 1)kN,
b) wykres momentow zginajacych M* w kN-m

16



opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

M*.-MF St-sk 5
A4F :{J.de-i_;k—}/ P4 :{6[00+41,51,9045+3(_5,1908)]+

n

+g[3- (~2,2803) +4-6-1,7159 +9-5,7121] +6—22[9 -(~14,2876) +4-9 - (~11,4298) +9- (-8,5720)] +

3
+6_22[9 (-8,5720)+4-9-2,2859+9 '1311438]} kNEIm =[-3,4546 + 85,7484 + (~102,868) +
8 3
20,5731] kN -m :—0,0013 kN -m ~ A;z:cz -0
El

. Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej (Xs = 1)kN

a) b)
(Xs=DkN
©
g
&
I \ HEEEEEEE
El
©) ® g |
g m m X —
NI @ 8.0000E
77777
L 3m L 6m |

A A A

Rys. 8.6 a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg (Xs = 1)kN,
b) wykres momentéw zginajagcych M® w kN-m

M®-MF S>-SF 5
Age ={j = dx+zn:k—}/P5 :{5[0-0+4-2.1,9045+4-(—5,1908)]+

n

+g[4-(—2,2803) +4-4.1,7159 +4-5,7121] + 6—22[4-(—14,2876) +4-5-(~11,4298) + 6 (~8,5720)] +

kN - m?

+6—22[6 -(—8,5720)+4-7-2,2859 +8 -13,1438]} = [—4 6061+ 41,1808 + (—56,1964) +

+19,6206]

~ ATZECZ
~ ABF - O

3 3
kNE-Im —0,0011 kKN -m
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