WZORY NUMERYCZNEGO OBLICZANIA CALEK
STOSOWANE PRZY WYZNACZANIU PRZEMIESZCZEN

Calki wystepujace we wzorach stosowanych do wyznaczania przemieszczen mogg by¢ obliczane jako
MM M M"

_Zj dx

sumy catek obliczanych w przyjetych przedziatach catkowania np. I 7}
J L;

, gdzie L; jest dlugoscia j-fego przedzialy catkowania. Jesli dodatkowo w przedziale catkowania

i F
El; =const to ju-dx L M’ M" -dx.
) EI, EI,
Uwzgledniajac, ze M oraz M * sa funkCJaml wspotrzednej x mierzonej wzdhluz osi preta
F
1 wprowadzajac oznaczenia: F (x) = ]\;[?I((x)) i f (x) =M’ (x) gdy EI ; = EI ;(x)
Y : :
F(x)=M"(x) i f(x)=M"(x) gdy EI; = const

obliczanie catek w poszczegdlnych przedziatach sprowadza si¢ L
do obliczania catek z iloczynu dwoch funkcji. 2 T
Funkcje F (x) if (x) moga oczywiscie oznacza¢ dowolne = gn "

) L ) ) . ) . Xor X
wielkosci to jest sity osiowe, sity tngce, zmiany temperatury itd. : =

F p_— T k
Do obliczania tych catek mozna stosowaé wzory catkowania F (x ) ‘
numerycznego np. wzor Simpsona, wzor trapezéw, wzor Mohra f 1. 1
lub inne. P :
S(x) fCor) X
WZORY DLA JEDNEGO PRZEDZIALU CALKOWANIA
Wz6r Simpsona JF() f)-de =" LF,f, +4F, f, 4 F f)
. , L

Wzér trapezow [F(x)- f(x)-dx = 6[2 (P, f + - f )+ F, - fe + F - 1, ]

Wzér Mohra (Wereszczagina) IF (x) f (x) dx=Qp-f (x0 F )
gdzie L - dtugos¢ przedziatu,
F,, f, - wartosci funkcji na poczatku przedziatu,
F, f, - wartosci funkcji w Srodku przedziatu,
F,, f, - warto$ci funkcji na koncu przedziatu,
Q. - pole wykresu funkcji F(x) w przedziale calkowania,
f (x0 7 ) - warto$¢ funkcji f(x) w punkcie x,,w ktorym znajduje si¢ Srodek cigzkosci funkcji F'(x)

ZALOZENIA
Jesli funkcje podcalkowe spelniajg podane ponizej warunki to wyniki uzyskane z
zastosowaniem tych wzoréow sa wynikami dokladnymi.

Funkcja f (x) jest ciagla i gtadka (ma ciggla pochodng) i najwyzej liniowa f (x) =a, x+b;
Funkcja F (x)
we wzorze Simpsona jest ciggla i gladka wraz z pochodnymi i najwyzej drugiego stopnia
F(x)=ap-x*+by -x+c,
we wzorze trapezow jest ciggla i1 gladka 1 najwyzej liniowa F (x) =ap -x+bg
we wzorze Mohra (Wereszczagina) jest dowolna ale taka, dla ktorej znane jest potozenie srodka
ciezkosci (wspotrzedna x, 1 ).
W przeciwnym razie uzyskany wynik obarczony jest bledem zaleznym od tego w jakim
stopniu funkcje podcatkowe nie spetnieniajg przedstawionych powyzej warunkow.
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PRZYKLADY
Przyklad 1. Wyznaczy¢ ugiecie konca wspornika jak na rysunku ponize;j.

q
L7 L7 y Vv<X
BT i . , —_—
Przyjmujac, ze funkcje: F =M a f=M" widzimy, ze
L——

obydwie te funkcje ( F(x) — parabola, f(x) — linia prosta)

2
q-I* 9L q spelniajg zatozenia wzoru Simpsona i wzoru Mohra.
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Wg wzoru Simpsona (wynik doktadny)
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Wg wzoru Mohra (wynik doktadny)
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Wg wzoru trapezow - wynik obarczony btedem, gdyz funkcja M ¢ (x) nie jest liniowa
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Aby, z zastosowaniem tego wzoru, uzyska¢ wynik doktadniejszy niezbg¢dne jest dokonanie podziatu
na wieksza liczbe przedziatow.

Dla 4 przedziatow
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Przyklad 2. Wyznaczy¢ ugiecie konca wspornika ze skosem jak na rysunku ponize;.

q : Ze wzgledu na zmienng sztywnos¢ belki na odcinku L /3
v vy vV Y q ,
— .x przyjmiemy na tym odcinku F = M= a f=M'".Na
2EI 14481,  El : . L EH
< Ll/3» 2L/3 » pozostalym odcinku sztywno$¢ jest stata wiec mozemy
DU przyja¢ F=M? i f=M". W drugim przedziale obydwie
25q- 1 funkcje spetniaja warunki wzoru Simpsona wigc wynik
7 2g-L -1 catkowania w tym przedziale z zastosowaniem tego wzoru
q-L’ 9 T q  bedzie dokladny. Pominiemy te cze$¢ obliczen.
2 © M W pierwszym przedziale przyjeto przekrdj prostokatny o
szerokosci b 1 wysokosci
241 1 X
h(x)=3—:|3|—=—-1|-—+1
«L/3+F2L/3% (x) 5 ( [% j i J

5L 5p I co daje sztywnosci gietne przekrojow belki w postaci funkcji
6 = 3 3
3 M _ bh 1 X
L 3 £=1 El(x)=——=2El| 3| —=—1|->+1
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Wartosci El(x)/ EI dla wybranych przekrojow zestawiono

w tabeli ponizej
«L/3+‘<—2L/3—+ X 0 L/12 L/6 L/4 L/3

EIl(x)/EIl 2 1.706236]1.442746] 1.207882 1

Uwzgledniajac fakt, ze moment zginajacy w omawianym przedziale opisuje funkcja
L
2

przedstawionych wzoréw. Wynik catkowania w tym przedziale z wykorzystaniem tych wzoréw bedzie
wigc przyblizony.
Wg wzoru Simpsona.

2 q
M7(x) = J1-2 widzimy, ze funkcja F(x) = M (x) jest dos¢ ztozona i nie spetnia warunkow
L El(x

i :J‘M.dx: J‘M.dx_;_i. IMi-Mq-dxz
El 1 EI El 4
L3 (ka-r22)} L), (25¢-22172)-(=5L16) (2q-L19)-(=2L/3))
"6 2EI 1.4427E1 EI

2 2 4
L 2L3 ) 2q-L .(—Mj+4- _4-L -(—L}Lo-o ~ 0.099609 9%
El 6 9 3 18 3 EI
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W przypadku podziatu pierwszego odcinka na 2 przedziaty otrzymuje si¢ wynik A, ~0.099607 9L

co oznacza, ze uzyskane wyniki majg doktadne 4 cyfry.

Uwaga:

Wykorzystujac wzor Simpsona do numerycznego obliczania calek nalezy pamigtac, ze duze btedy
moga by¢ generowane w wyniku nieciggltosci funkcji i nieco mniejsze w wyniku nieciggtosci
pochodnych. W zwiazku z tym koniecznie nalezy dzieli¢ na przedziaty catkowania w miejscach
nieciaglosci funkcji lub ich pochodnych.
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