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q, =2F/m

ROZWIAZANIE RAMY —_—T 1]
METODA k,:2E1/m l k —4'\'&
PRZEMIESZCZEK OD o o (] 30°
OBCIAZENIA ,,F” El El > 2R, DA

L, M = Fm
Rame pokazang na rysunku am | =F/m o

rozwigza¢ metoda
przemieszczen i dokonaé
kontroli rozwigzania.

% 3m 3m Zm—Lme—J

1. WYZNACZENIE STOPNIA GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI
1.1 PODZIAL NA ELEMENTY

I WYZNACZENIE LICZBY ik P
STOPNI SWOBODY OBROTU :
WEZLOW 1,  — I

Na rys. obok przedstawiono podziat -
uktadu na elementy, dla ktorych

dane sg wzory transformacyjne. @ @
Zaznaczono 5 katow

(¢Al’¢1Aﬂ¢125¢21’¢2C ), ktore O, =0, =
wystapity by w tych wzorach gdyby P —
zostaty one wypisane. Jak widac¢ BT
wszystkie te katy okre§lone sg przez x

2 katy obrotu weztow (¢, ¢, ), co (‘;‘ =N
Al T

O
c
A

oznacza, ze n, =2.
1.2 WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZLOW ng

a) Model przegubowy przedstawiono na
rysunku obok. Wigzi oznaczone liniami B @ @ c
przerywanymi odbierajg stopnie swobody ? ~ 8.

przesuwu, ktore zostaja uwzglednione we
wspotczynnikach wzordéw transformacyjnych
(dotyczy to elementu wspornikowego 1B i
elementu ,,s-1” 1A).
b) Oszacowanie
22-w—p—-r=2-8=T7-T7=2,
> 2. Wynika stad, ze model przegubowy ?(\
ma co najmniej 2 stopnie swobody
przesuwu (aby statl si¢ geometrycznie
niezmienny nalezy doda¢, co najmniej 2
wigzi).
¢) Analiza kinematyczna
Na rys. obok pokazano model przegubowy
z zaznaczonymi, strzatkami, mozliwymi
kierunkami przesuni¢¢ weztow. Wezet 2
takze ma mozliwo$¢ przesuwania sie, ale
kierunek mozliwosci przesuwu tego wezta
nie jest jeszcze okreslony.
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Na rys. obok pokazano model
przegubowy z dodang wigzig 7 , ktéra
wyeliminowala zaznaczone powyzej
mozliwe przesuni¢cia oraz zaznaczono
mozliwy jeszcze kierunek przesunigcia
wezla 2.

Na rys. obok pokazano model
przegubowy z dodanymi 2 wig¢ziami
1,11, ktorych dodanie sprawito, ze
model przegubowy stat si¢
geometrycznie niezmienny, co 0znacza,
zeng =2.

2. UKLAD PODSTAWOWY

3. ROZWIAZANIA UKLADU
PODSTAWOWEGO

3.1 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD OBCIAZENIA DANEGO

20.04.2017 r.

s

s

3m

ZWL 2m—J

Podziat uktadu na elementy, obcigzenia dziatajace na poszczegdlne elementy, wykresy
momentoéw zginaj qcych sity r(')wnowaZne 1 momenty weztowe pokazano na rysunku ponize;.

e wr—n@
B NECIE

¢, (4m)* _F 16m’ _38

P4—F/2

M;.(M)

le M;C M;C(F) V\§>o
mﬂ r? <| MCZ =
2m——2 m%‘

PMFm

(=

Mgc :Mgc(F)"‘Mzoc(M)

L
.| B =4gm
arl ) 1“"> q
4m
L J A
AN o
M()
Al ‘73 mﬂ
Momenty brzegowe Mo =

6 m 6
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3m 3 -9m?
My =0, My =g, IO g My =My =0,
2 3 m-6
3-F-4 M
M;C(F)z—T’"z —0.75Fm, Mic(M)=~""=~05Fm,
ML =M (F)+M;.(M)=-125Fm, M, =0,
Momenty wezlowe M? =0, M] =-M =—Fm.
Sity rownowazne B =4gm=4F, P, =3q,m/2=3F, P, =P =F/2, P. =M =Fm.

3.2 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD ¢, =1

Na rys. obok
przedstawiono
odksztalcony model
przegubowy (przerywane
linie z6tte) i b.p.p.o.
(obrét zadano w prawo).
Przemieszczenia

w miejscach sit
réwnowaznych
zaznaczono na modelu
odksztalconym (ciagte
strzatki niebieskie) oraz
na powtorzonym (dla
przejrzystosci) b.p.p.o

z naniesionymi sitami
(czarne strzatki
przerywane)
przytozonymi do
odpowiednich punktow.
Wartosci wzajemnych
przesuni¢¢ koncow
pretow i katéw obrotow
cieciw pretow.

P . P,

3 :
?@ , 6, =1

' b.p.p.o
A,B,C,D,1,2
0 DII, AII
[l do A1, \
. . 5 /s, =1
Z podobienstwa trojkatow xX= e I
AP oz LD 4021 BT ¥ o C2
T = x=— 1% 3 +Cr2" |
1 4m ;1 Ay=4 |
y_3m _> i
T = 4m j— y 4 \\\\\ ) : b.p-?/-/,/
~—A/B,C,D,1,2

4,
A P o
Ay =H"41=0 = y/, ="1=0, [ A s &
14 L4V L, ’B",I.';',v 3 EC 2
J ;A APz' 4 VP3
A =HI"B"'=0 = '//13=L13 =0, «—P,
1B Sp,
3 1
A =-1"2"=-3/4 = y!l =——" AL == = wl =212,
22y Vi 4.1 20 Vis L,
Przemieszczenia w miejscach sil rownowaznych: o ;,1 =1, 5;2 =3/4,

Wydluzenie sprezystej wiezi translacyjnej

55 =065 =0, &5 ==, =0.
5 =—1-c0s30° =—/3/2.
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3.3 ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD ¢, =1
Na rys. obok przedstawiono

odksztatlcony model przegubowy i b.p.p.o., przy P . Py
czym, tu dokonano obrotu w lewo. v@ ¥
Warto$ci wzajemnych przesunieé koncéw L) 2 ,L£cCC
pretow i katéw obrotow cieciw ;5], f 1\ powg :E
Al o2 P
AIIIA =+‘1"A”‘ 0 > W[A _ 14 :O, 2
14
11 Al b.p.p.o
"R 1
Aty =+1"B :0311/13:713:0’ A"B" C"1
18 A,B,C,D,1,
| AL Y 2
A I e S e
-> —> L, 3m S =
1
U [Iralll A 1
AN =2"C"=-1 = [//2116,: 2 -~
<« L, 4m
Przemieszczenia w miejscach sil rownowainych: 5;' =5 =65 =0, S5 =1, 6, =—y,c = e

Wydluzenie sprezystej wiezi translacyjnej 5 =0
4. UKLAD ROWNAN I JEGO ROZWIAZANIE
4.1 POSTAC OGOLNA UKLADU ROWNAN
kiyv-ortky @y t+ky -6 +kyy Oy +ky, =0,
koy -1 +kyy @y +kyy Op + ko <Oy +kyy =0,
ki o1 +kiy @y +kp -0 +kp-6y+kp,=0,
kiy o1tk @y +ky 6tk 6y +ky,=0
4.2 OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW UKEADU ROWNAN

ky= Y. alj-(E]j k“’—lﬂ 0+4. 5L, kf/’—E 5—353333335
4 L), 5

A8 _ m 3m 15 m m
k, =k, :blz-(Elj =2 ﬂ—0666667 E
L), 3m m
EI EI 1 EI
ky, =k, =- ¢l — —O 6-—-|—|-0=0.5-—,
kyy =k = Z ¢ [ j "=0+0-6- B2, ﬂ:—0666667 EL
j=A4,B,2 / 3m 3m 2 m m
k= M"F (+3+0 Oj Fm—é Fm=8.3333333- Fm,
j:A,BZ 3
ky =Y a, (j k‘/’—4E 3. 250 1T BT g333333. B
f=ye L), 3m 4m 6 m m
EI EI 1 EI
ky =k, =— c[j Yy =—6-— (— j +0=05-—,
21 12 jzl,:c 2j I y 2j 3m 4m 2
kyy =kpy, ==, ¢y (Elj 'V/zﬂ‘ =-6- ﬂ L—3 2E1 [ 1j=—7 ﬂ2—0291667 ﬂ
Se 7 \L ), 7 3m 3m 4m 4m 24 m? m?
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= > M -M3 =(0-125+1)- Fm=-025Fm,
j=1,C

EI
D) d[j Wl vl e S AL AL -
ij=A1,B1,12,2C s

L .
y
04012 B (_1).(_1j+0+4.E1f.ﬁ:3_25ﬂ
m

bl ‘

3m 4m 4m 2 37
k _k dﬂ el o1 kﬁ.ALI.ALH_
i =R Z i’ Vi VW +z s s s
ij=A1,B1,12,2C i s
_0+0+12. 2L, (—lj 1 0+0=-033333333. £
3m dm ) 3m m’
k== S (M M)yl - ZP 6! = —0-0-0-0-4F 1-3F->—-0-0-0=—625F,
ij=A1,B1,12,2C 4
k _ d ﬂ b4 b4 ks ALY ALY =
i = z i’ Wi Yy +z s ALy ALy =
ij=A1,B1,12,2C L ij s
04012 EL 1.1+3.2ﬂ.(_1)(_1j+0 155 Bl s3g104a0. 2L
3m 3m 3m 4m 4m 4dm 288 m’ m’
ke =— Z(M;F +M;F) l//l/ ZP 51] -
ij=A1,B1,12,2C
-1 F 1
=0-0-0-(-125)Fm-—-0-0-—-1-0—Fm-— =—1.0625F .
m 2 4m
4.3 POSTAC SZCZEG()LOWA UKEADU ROWNAN 1 JEGO ROZWIAZANIE
EI EI

3. 533333 —- @, +0.666667 — -, + 0.5—-0,-0. 666667 5” +8.333333 Fm =0,
m

0.666667 L1 +2.833333 EL. 5 & o.sE—Iz-a, ~0.291667 —2-5,, - 0.25Fm =0,
m m m m

0555 4 o.sE—{-(p2 + 3.25E—13-5 —~0.333333 2-5, ~  6.25F =0,
m m m
—0.666667 L., ~0.201667 EL ., ~ 0333333 EL .5, +0.538194 ZL 5, — 1.0625F =0
m Wl Wl m
@, = —2.704608 - Fm* | EI, @, =0.34150 - Fm® | EI,
S8, =2.311305- Fm® / EI, S, =0.240559 - Fm* / EI.

5. SILY RZECZYWISTE

5.1 OBLICZENIE MOMENTOW BRZEGOWYCH I SIE. W WIEZIACH SPREZYSTYCH
Przed obliczeniem momentow obliczymy rzeczywiste katy obrotu cieciw pretéw

Wzor: W, =l//y1.~5,+y/,§1~5,,.
Obliczenia:  y,, =y, =0,
1 1

W, =——-2.311305Fm’ | EI + —-0.240559Fm’ | EI = —0.49764Fm” | EI
4m 3m
W, =0-2.311305Fm’ / EI - 41 -0.240559Fm’* | EI = —0.06014Fm” / EI,
m

Momenty brzegowe obliczamy z wzoréw transformacyjnych

El ,
M, :(Lj (P =P )+ MY] =fl (~2.704608 - Fm? / EI - 0)+136Fm 4.7924Fm,
14 m
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El 0
ME = (j (@ )+ M = EL (0-(-2.704608 - Fm* / E1)+ & Fm=3.2076 Fim,
L), Sm 3
ME =M% =3Fm, M} =0,
El 0
M = (Lj '(4%2 +20,, _6‘//12)+M12F =
12
- fl-(4.(—2.704608.1%2 /EI)+2-0.3415- Fm* | EI —6-(—0.49764 Fm® | EI ))+ 0 = —2.3832Fm,
m
El .
M = (Lj '(4(021 +20, _6‘//12)+sz =
12
- fi.(4 :0.34150- Fm® / EI +2-(~2.704608- Fm® / EI)—6-(~ 0.49764Fm? | EI )+ 0 = ~0.3525Fm,
m

El .
Mch:(j '3'(¢2C_V/20)+Mzc:
L),

= 24EI 3. (0.3415Fm2 / EI —(=0.06013975)Fm* /EI)—1.25Fm =—-0.6475Fm,
m
2
Moment w wiezi rotacyjnej SY =k - =2- EZ : (— 2.704608 - FZ J =-5.49216- Fm.

Zmiana dhugosci wigzi translacyjnej
AL, = AL, -8, + ALY -5, ==2~/3-2.3113- Fm® / EI +0 = -2.0016 - Fm® / EI.
Sila osiowa w wiezi translacyjnej S =k -AL, =4-EI/m’ -(— 2.3113-Fm’ /EI): -8.0064- F

5.2 OBLICZENIE SIL. TNACYCH I SIL OSIOWYCH ORAZ KONTROLA STATYCZNEJ
DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA

Brzegowe sily tnace wyznaczymy z réwnan rownowagi pretow a sity osiowe z réwnan
réwnowagi pretow i weztow. W tym celu uktad dzielimy na prety 1 wezty oraz obcigzamy wydzielone
elementy obcigzeniem danym 1 na brzegach sitami brzegowymi (okre§lonymi juz momentami
i szukanymi sitlami osiowymi i tnagcymi) z uwzglednieniem znanych wartosci wynikajacych z
warunkow podparcia (Ng; = Vg = Va1 =0)

PRET A-1 >M, =M +M,,+V,, -5m+q, -4m-2m=0 =
3.2076Fm+4.7924Fm+V,,-Sm+1F/m-4m-2m=0 = V,,=-3.20-F,
M, =M, +M, +V,  -5m—q,-4m-2m=0 =
3.2076 Fm +4.7924Fm +0—-1F /m-4m -2m =0 (spelnione tozsamosciowo),
6 Stanistaw Zukowski
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3 12
.3 .
PRET B-1 ZMB:MBI+MIB+V13'3m+q2 m’233m=0
0+3Fm+mB-3m+2F'z””-2'§’m=o = ¥, =-3F,
m.
3 . .
ZM12M31+M13+V31'3H1—Q2 m2dm_ :>3Fm+0—2F 32m.3;)n:0
m.
(spetlnione tozsamos$ciowo),

PRET 1-2
SM, =My + My +Vy 3m=0 = —23832Fm—0.3525Fm+V, 3m=0 = V, =09119F,
S M, =My + My +V,, 3m=0 = —23832Fm—-03525Fm+V,, 3m=0 = V,=09119F,
2X=-Np+Ny=0 = Njp-Ny=0
PRET 2-C SM, =M, +M_, +V., -4m+F 2m—1Fm=0 =
—0.6475Fm+0+V,, -4m+Fm=0 = V., =-0.08811F,

dSM,=M,.+M ,+V,.-4m—F -2m—-1Fm=0 =
—0.6475Fm+0+V,.-4m-3Fm=0 = V,.=09119F,
Y>X=-Ny+Ns5Hp=0 = N,.—Ng =0
WEZEL 1
M, =-M,,—M,;, —M,, -8/ =-4.7924Fm —3Fm — (-2.3832Fm) — (-5.4092Fm) =0
(spetnione tozsamosciowo),
YY=V,-Vy-V,-06+N,,-08=0 =
09119F —(-3F)—-(-3.2F)-0.6+N,,-08=0 = N,, =-7.2899F
>X=N,—-Nj—-N,,-067V,-08=0 =
N, —0—-(-7.2899F)-0.6-(-3.2F)-08=0 = N,, =-6.9339F

Z trzeciego rOwnania dla preta A-1 N,y=N,,+ 152F =—7.2899F +2.4F = -4.8899F.
WEZEL 2
dYM,=-M, -M,.—M =—(-0.3525Fm) — (-0.6475Fm)—1=0  (spelnione tozsamosciowo),
dY=V,.-V,, =09119-09119=0 (spetnione tozsamo$ciowo),

>X=N,,—N,;,=—0+0=0 = N,.=N,, =-069339F.
Z trzeciego rownania dla preta 2-C wyznaczamy N, = N,. =—6.9339F .

Brzegowe sily tnace moga tez by¢ obliczone bezposrednio z wykorzystaniem wzorow
transformacyjnych po uprzednim wyznaczeniu brzegowych sil tnacych w ukladzie podstawowym

I/1(;1}?:_q14-’/”451.:_321—73 V/ZIF:O,

Vo =—q,-3m/2=-3F, V=0,

vy M p i3 po1062sF, vy > F4+2F=00625F,
16 8 16 8
113 5.3

Vo =—F+-F=10625F, V)\=—"F+-F=0.0625F,
16 8 16 8
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Sily tnace brzegowe w ukladzie danym
Vi=0, Via =V =-32F, Vi =0, Vis =Vi5 =-3F,
Vllz7 = (EI/LZ )12 '(_ 69, —6¢, +12y,, )+ Vl(z)F =

:(3EI)2-(—6-(—2.704608-Fm2 / EI)-6-0.3415- Fm® | EI +12-(~0.49764Fm> / EI )+ 0 = 0.9119Fm,
m
sz = (EI/L2 )12 '(_ 69, —6¢,, +12y,, )+ V201F =
E GEI)Z (~6-(~2.704608- Fm* / EI)- 6-0.3415- Fm® / EI +12-(~0.49764Fm* / EI ))+ 0 = 0.9119Fm,
m
Ve = (EI/LZ)zc '(_3'%0 +3'W2c)+V20c =
= (ng2 (-3-0.3415Fm> / EI +3-(~0.06013975)Fm> / EI )+ 1.0625F =0.9119F ,
m

VCFz :(EI/LZ)zc '(_3'%0 +3'W2c)+Vcoz =

= (ng —(=3-0.3415Fm> / EI +3-(<0.06013975)Fm? / EI )+ 0.0625F =—0.08811F
m
5.3 WYKRESY SIL. PRZEKROJOWYCH
£
w g
= E
T, 53 15
‘994,4\ UN) %
oD~ S
- N EE
TE £ £
3 L
o -
1.2076Fm -
3.2076Fm
ﬁs. F & 7 2899F 6.9339F
/O,'_/ﬁﬂ ?.088_11F | 289 ¢ -
T 1 |
0.9119F
4 - N
4.88995F

6. KONTROLA ROZWIAZANIA

6.1 KONTROLA STATYCZNEJ DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA
Kontrola ta zostata wykonana w trakcie wyznaczania sit tnagcych i osiowych.

6.2 KONTROLA KINEMATYCZNEJ DOPUSZCZALNOSCI ROZWIAZANIA
1) Wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci ukladu

M (2)
t=1
e=35

n,=e—3t=5-3-1=3

(2)
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2) Uklad podstawowy metody sil bez obciazen danych

Sity X, i X, musza tu byé przyjete z takimi zwrotami jak w rozwiazaniu metoda przemieszczen .

ko= 4El /m3

=2El /m
L N@so
1X2

2 2El

B

- 4m————»

3) Rozwigzania ukladu podstawowego metody sil od jednostkowych sil hiperstatycznych

Wartosci reakcji 1 wykresy momentdéw zginajacych od obciazenia X, =1 X, =1pokazano na

rysunkach ponizej.
< 3
71_\/5 1 X, =1 ! {:_i
51 =0 Q¥ S5 =Tam Sp =1 72 , ’ ldm
0 t 307
30 s 4 2E
\3-4 m=-2 "7 u@_“‘ﬁ
28m 7 28m
m 4m
MZ
X
1
1\ /\M;—o
RIE S R
1 28m T 28m

4) Sprawdzenie kinematycznej zgodnoéci przemieszczen
M'-M" Ss-87
Wzor: A, =|——F—-dx+
iF J- E[ Z

~A,,., dla i=12..
Obliczenia;:
Sm 3m 11 4
Ay=0+ (l 3.2076+4-1-1.2076+1-(-4. 7924)) Fm+@ 1-(—2.3832)+4-a-(—1.0154)+;-0.3525 -Fm+

N

+27m. i-(—0.6473+4-§-0.2643+g-1.1762-Fm+ m_ z-1.1762+4-1-1.0881+0 -Fm+
7 7 6-2E1 7

6-2E1 7
J— . 3
104 3-(-8.0066)-m 0=
14m-4-EI ’
3m 11 4
Ay =040+ —1-(-2.383)+4.| —— |-(~1.0154 + -03525|- Fm+
6EI 14 7
+2m-(—4-(—0.6475)+4-(—3}-0.264%(—2}1.1762)-Fm+
6-2E \ 7 7 7
o2 (2 erea L) 1088150 | s L5099 mm | —3--(~8.0066F)-m _0=A2,Z.
6-2EI \ 7 7 2-EI 14m-4-EI ’
.Otrzymane rozwigzanie jest, wi¢c kinematycznie dopuszczalne..
9
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